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✶✳✶ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤
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✷✳✶ ❚✇♦ ✢✉✐❞s ✭❣❛s ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✇❤✐❝❤
r❡♣r❡s❡♥t ❢r❡❡ ✢♦✇✱ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥
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✻✳✷ ❚❤r❡❡ ♣♦r❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s
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✻✳✸ ❆ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✿ ✛ ❛♥❞ ♣♠ r❡♣r❡s❡♥t ❛✈❡r❛❣❡❞
❘❊❱✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ❜♦t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✳
❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs r❡❢❡r t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✻✺
✻✳✹ ❘❡❛❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ✭r❡❝t❛♥❣❧❡s✮ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✻✽
✻✳✺ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✳ ✳ ✳ ✼✵
✻✳✻ ❚❤❡ kr − Sl r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❢♦r ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ✈❛❧✉❡ ♦❢
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✽✳✸ ■♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✳ ✶✵✷






δ ❤❡✐❣❤t✱ t❤✐❝❦♥❡ss m
∆θ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❤②st❡r❡s✐s ◦
∆t t✐♠❡ st❡♣ s
ηr r❡❧❛t✐✈❡ ♣❛ss❛❜✐❧✐t②
γ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ N/m
λ t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② W/(mK)
µ ❞②♥❛♠✐❝ ✈✐s❝♦s✐t② Pa s
Φ ♣♦r♦s✐t②
τ s❤❡❛r str❡ss Pa
θ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ◦
φ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡
ϱ ❞❡♥s✐t② kg/m✸




Ag s✉♠ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛s ♦❢ ❣❛s✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡ t❤r♦❛ts m
2
Al s✉♠ ♦❢ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛s ♦❢ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡ t❤r♦❛ts m
2
A◦❞r♦♣ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ m
2
a ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥




Dκα ❡✛❡❝t✐✈❡ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥t κ ✐♥ ♣❤❛s❡ α m
✷/s
f s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② J/kg
fr̄♣♦r❡ r❛t✐♦ ♦❢ ♣♦r❡s ✐♥ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ♣♦r❡ r❛❞✐✉s r̄♣♦r❡
❣ ❣r❛✈✐t② ✈❡❝t♦r m/s✷
H ❍❡♥r② ❝♦❡✣❝✐❡♥t Pa
h s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣② J/kg
h❞r♦♣ ❞r♦♣ ❤❡✐❣❤t m
■ ✐❞❡♥t✐t② t❡♥s♦r
❏ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①




M ♠♦❧❛r ♠❛ss kg/mol
m ♠❛ss kg
♥ ✉♥✐t ♦✉t❡r ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r
nr̄♣♦r❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦r❡s ✐♥ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss ✇✐t❤ ♠❡❛♥ ♣♦r❡ r❛❞✐✉s r̄♣♦r❡
p ♣r❡ss✉r❡ Pa
pc ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ Pa
q s✐♥❦✴s♦✉r❝❡ t❡r♠✱ ✢✉① t❡r♠ ✭♠❛ss ♦r ❤❡❛t✮
r̄♣♦r❡ ♠❡❛♥ ♣♦r❡ r❛❞✐✉s m
❘ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r
r ❧♦❝❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r





Tc r❡❢❡r❡♥❝❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✭Tc = 647.096K✮ K
✉ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s
















❛ ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ ✭❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡✮
















❈❈❚P❋❆ ❈❡❧❧✲❝❡♥t❡r❡❞ t✇♦✲♣♦✐♥t ✢✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✛ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t
✐❢ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t








❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✇❛s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲
♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s ❞r♦♣s ❛t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡s❡
❞r♦♣s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ♣r❡s❡♥❝❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts
t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣s ✐s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s
t❤❡ ♣♦r❡ ❞✐❛♠❡t❡rs ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♠♦st ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥s
♦♥ ❧❛r❣❡r s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② r❡s❡♠❜❧❡ r❡❛❧✲❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✲
✐♦s✳ ❘❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s ✐♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞
♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✳
■♥ ♣r❡✈✐♦✉s ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s✱ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❞r♦♣s
❤❛✈❡ ♦❢t❡♥ ❜❡❡♥ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥❝❡♣ts ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✱ ❜✉t t❛❦❡ t❤❡
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s✱ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡s ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞
♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ✐♠♣❧❡♠❡♥t ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s
t♦ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ✐❞❡♥t✐❢② t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣s ♦♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦r t❤✐s ♣✉r♣♦s❡✱ t✇♦ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❛r❡ ✐♥tr♦❞✉❝❡❞✿
▲♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✿ ❆ t❤r❡❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥❝❡♣t ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✐♥ ❛ s❡♣❛r❛t❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ❛❧❧♦✇s
t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ s❡t ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ ❞r♦♣s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t❤r❡❡
❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ t❤✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡
❤❡✐❣❤t ♦❢ ❛ ❞r♦♣✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ t✇♦ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✐♥ t❤❡ t✇♦ ❛❞❥❛❝❡♥t ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ ❞r♦♣s ❢♦r♠✱ ❣r♦✇ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤✳ ❚❤❡✐r ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♠❛ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❳❳■■■
❆❜str❛❝t
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ♠❛t❝❤ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ ❢♦r ❞r♦♣ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ♦❢ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞
❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① t❡st ❝❛s❡s ♠❛t❝❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ t❡st ❝❛s❡
✇❤❡r❡ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ♦❢ ♠❡r❣❡❞ ❞r♦♣s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❞❡❧✐✈❡rs r❡❛s♦♥❛❜❧❡
r❡s✉❧ts✳ ❆ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t
s❤♦✇s t❤❛t ❞r♦♣s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ t✇♦✲♣❤❛s❡ s②st❡♠s ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳
P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✿ ❆ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ ❛❝t✉❛❧❧② r❡s♦❧✈❡s
t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❤❡❧♣s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❛ss❡ss♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❝❛❧❡s✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞
♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ❛ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧
✐s ✉s❡❞ t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ❞r♦♣s ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✳ ❇② ❡①❝❤❛♥❣✐♥❣ ❞❛t❛ ❛♥❞ s❡tt✐♥❣ t❤❡♠ ❛s
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❝❛❧❡s ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❉✉❡
t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✢✉✐❞
s②st❡♠✱ ♦♥❧② ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts
s❤♦✇ t❤❛t ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❢♦r s✐♠♣❧❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ❛♣♣r♦❛❝❤
❤❛s t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ ❛ s♠❛❧❧❡r ❧♦ss ♦❢ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳
❲✐t❤ ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s✱ t❤❡ t✇♦ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ❝♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♥✈❡♥✐❡♥t t♦♦❧s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞r♦♣s ✐♥ r❡❛❧✲❧✐❢❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱
❛❞❛♣t✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣s ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✇♦✉❧❞ ♦♣❡♥ ✉♣ ❛ ✇❤♦❧❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♣♦ss✐❜✐❧✐t✐❡s✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐✲
❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ♣♦t❡♥t✐❛❧❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡❛❧✐st✐❝ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡✐r
r❡s✉❧ts ❛❧r❡❛❞② ♠❛t❝❤ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❞r♦♣s✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥✲
❝❡♣ts ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ✐♠♣r♦✈❡❞ ❢♦r ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r r❡s❡❛r❝❤✳
❳❳■❱
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣
■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ✇✉r❞❡ ❡✐♥ ♠❡❤rs❦❛❧✐❣❡s ❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥③❡♣t ❢ür ❙②st❡♠❡ ❜❡st❡✲
❤❡♥❞ ❛✉s ❢r❡✐❡r ❙trö♠✉♥❣ ✉♥❞ ♣♦rös❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ✉♥t❡r ❞❡r ❇❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣✉♥❣ ✈♦♥ ❚r♦♣❢❡♥
❛♥ ❞❡r ❣❡♠❡✐♥s❛♠❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❡♥t✇✐❝❦❡❧t✳ ❉✐❡s❡ ❚r♦♣❢❡♥ ❜❡❡✐♥✢✉ss❡♥ ❞✐❡ ❙trö♠✉♥❣s✲
♣r♦③❡ss❡ ✐♥ ❞❡r ❯♠❣❡❜✉♥❣✱ ❞❛ s✐❡ ❞✐r❡❦t ❛♥ ❞❡r ❙❝❤♥✐ttst❡❧❧❡ ❡♥tst❡❤❡♥✱ ✇♦ ❞❡r ❆✉st❛✉s❝❤
✈♦♥ ▼❛ss❡✱ ■♠♣✉❧s ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ st❛tt✜♥❞❡t✳ ■♥ ❞❡♥ ♠❡✐st❡♥
❋ä❧❧❡♥ ✐st ❞✐❡ ●röÿ❡ ❞❡r ❚r♦♣❢❡♥ ✈❡r❣❧❡✐❝❤❜❛r ♠✐t ❞❡r P♦r❡♥❣röÿ❡ ✐♠ ♣♦rös❡♥ ▼❡❞✐✉♠✳
■♥ ✈✐❡❧❡♥ ❆♥✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✇❡r❞❡♥ ❥❡❞♦❝❤ ▼♦❞❡❧❧❣❡❜✐❡t❡ ❛✉❢ ❣röÿ❡r❡♥ rä✉♠❧✐❝❤❡♥ ❙❦❛❧❡♥
❜❡tr❛❝❤t❡t✱ ✉♠ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡ ❙③❡♥❛r✐❡♥ ❛❜❜✐❧❞❡♥ ③✉ ❦ö♥♥❡♥✳ ❉✐❡ ❣r♦ÿ❡ ❆♥③❛❤❧ ❛♥ ❚r♦♣❢❡♥
✐♥ s♦❧❝❤❡♥ ❋ä❧❧❡♥ ❡✐♥③❡❧♥ ❛✉❢③✉❧ös❡♥ ✇ür❞❡ ❞❡t❛✐❧❧✐❡rt❡ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❛✉❢ ❞❡r P♦r❡♥s❦❛❧❛
❡r❢♦r❞❡r♥✱ s♦✇✐❡ ③✉ ❤♦❤❡♥ ❘❡❝❤❡♥❦♦st❡♥ ❢ü❤r❡♥✳
■♥ ❜✐s❤❡r✐❣❡♥ ▼♦❞❡❧❧❦♦♥③❡♣t❡♥ ❢ür ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❙②st❡♠❡ ❛✉s ❢r❡✐❡r ❙trö♠✉♥❣ ✉♥❞ ♣♦rös❡♠
▼❡❞✐✉♠ ✇✉r❞❡♥ ❚r♦♣❢❡♥ ❛♥ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ♦❢t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t✳ ■♠ ❘❛❤♠❡♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t
✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ♠❡❤rs❦❛❧✐❣❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥③❡♣t❡ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ♠✐t ❞❡♥❡♥ ❞✐❡ ❙trö♠✉♥❣s♣r♦✲
③❡ss❡ ❛✉❢ ❞❡r ▼❛❦r♦s❦❛❧❛ ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✱ ✇♦❜❡✐ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r tr♦♣❢❡♥❛❜✲
❤ä♥❣✐❣❡♥ Pr♦③❡ss❡ ❛✉❢ ❞❡r P♦r❡♥s❦❛❧❛ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇✐r❞✳ ❆♥st❛tt ❞✐❡ ❡✐♥③❡❧♥❡♥ ❚r♦♣❢❡♥
❛✉❢③✉❧ös❡♥✱ ✇❡r❞❡♥ ✐❤r❡ ❊✛❡❦t❡ ❛✉❢s✉♠♠✐❡rt ✉♥❞ ❛✉❢ ❞✐❡ ❙trö♠✉♥❣s♣r♦③❡ss❡ ❛✉❢ ❞❡r ▼❛✲
❦r♦s❦❛❧❛ ü❜❡rtr❛❣❡♥✳ ❩✐❡❧ ❞❡r ❆r❜❡✐t ✐st ❡s✱ ❡✐♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡s ▼♦❞❡❧❧ ③✉ ✐♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r❡♥
♠✐t ❞❡♠ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❚r♦♣❢❡♥ ❛✉❢ ❞❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ③✇✐s❝❤❡♥ ❢r❡✐❡r ❙trö♠✉♥❣ ✉♥❞ ♣♦✲
rös❡♠ ▼❡❞✐✉♠ q✉❛❧✐t❛t✐✈ ❜❡st✐♠♠t ✇❡r❞❡♥ ❦❛♥♥✳ ❩✉ ❞✐❡s❡♠ ❩✇❡❝❦ ✇❡r❞❡♥ ③✇❡✐ ❆♥sät③❡
✈♦r❣❡st❡❧❧t✿
❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥③❡♣t ♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♠ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❣❡❜✐❡t✿ ❇❡✐ ❡✐♥❡♠
❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥③❡♣t ♠✐t ❞r❡✐ ●❡❜✐❡t❡♥✱ ✐♥ ❞❡♠ ❞✐❡ tr♦♣❢❡♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ Pr♦③❡ss❡ ✐♥ ❡✐♥❡♠
s❡♣❛r❛t❡♥ ●❡❜✐❡t ❜❡r❡❝❤♥❡t ✇❡r❞❡♥✱ ❦❛♥♥ ❡✐♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❡❧❧❡r ❙❛t③ ❛♥ ❇✐❧❛♥③❣❧❡✐❝❤✉♥❣❡♥
❢♦r♠✉❧✐❡rt ✇❡r❞❡♥✱ ✉♠ ❞✐❡ ❚r♦♣❢❡♥ ③✉ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣❡♥✳ ❉❛s ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❣❡❜✐❡t ✐st ♠✐t
❞❡r ❢r❡✐❡♥ ❙trö♠✉♥❣ ✉♥❞ ❞❡♠ ♣♦rös❡♥ ▼❡❞✐✉♠ ❣❡❦♦♣♣❡❧t✱ ✉♠ ❞❡♥ ❆✉st❛✉s❝❤ ✈♦♥ ▼❛ss❡✱
■♠♣✉❧s ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❞r❡✐ ●❡❜✐❡t❡♥ ③✉ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✳ ❯♥t❡r ❞❡r ❆♥♥❛❤♠❡ ❡✐♥❡s
❳❳❱
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣
❞ü♥♥❡♥ ●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❣❡❜✐❡ts✱ ❞❛s ❡t✇❛ s♦ ❤♦❝❤ ✐st ✇✐❡ ❡✐♥ ❚r♦♣❢❡♥✱ ❦❛♥♥ ❞❛s ●❡❜✐❡t ✉♠
❡✐♥❡ ❉✐♠❡♥s✐♦♥ r❡❞✉③✐❡rt ✇❡r❞❡♥✳ ❉✐❡s ❢ü❤rt ③✉ ❡✐♥❡♠ ●❡❜✐❡t ♥✐❡❞r✐❣❡r❡r ❉✐♠❡♥s✐♦♥✱ ✈❡r✲
❣❧✐❝❤❡♥ ♠✐t ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❛♥❞❡r❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥✳ ❆❜❤ä♥❣✐❣ ✈♦♥ ❞❡♥ ❙trö♠✉♥❣s❜❡❞✐♥❣✉♥❣❡♥ ✐♥
❞❡♥ ❜❡♥❛❝❤❜❛rt❡♥ ●❡❜✐❡t❡♥ ❜✐❧❞❡♥ s✐❝❤ ❚r♦♣❢❡♥✱ ✇❛❝❤s❡♥ ✉♥❞ ❧ös❡♥ s✐❝❤ ❛❜✳ ■❤r ❊✐♥✢✉ss
✇✐r❞ ❜❡✐ ❞❡r ❇❡r❡❝❤♥✉♥❣ ❞❡r ▼❛ss❡♥✲ ✉♥❞ ❊♥❡r❣✐❡✢üss❡ ü❜❡r ❞✐❡ ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤✲
t✐❣t✳ ❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡✱ ❞✐❡ s✐❝❤ ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥③❡♣t ❡r❣❡❜❡♥✱ ♣❛ss❡♥ ③✉ ❞❡♥ ❉❛t❡♥
❛✉s ❡✐♥❡♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❡❧❧❡♥ ❆✉❢❜❛✉ ❢ür ❚r♦♣❢❡♥✇❛❝❤st✉♠✳ ❉✐❡ ❱♦r❤❡rs❛❣❡♥ ❢ür
❚r♦♣❢❡♥❜✐❧❞✉♥❣✱ ✲✇❛❝❤st✉♠ ✉♥❞ ✲❛❜❧ös✉♥❣ ❢ür ❦♦♠♣❧❡①❡r❡ ❚❡st❢ä❧❧❡ ❡♥ts♣r❡❝❤❡♥ ❞❡♥ ❊r✲
✇❛rt✉♥❣❡♥✳ ❙✐♥♥✈♦❧❧❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ❧✐❡❢❡rt ❛✉ÿ❡r❞❡♠ ❡✐♥ ❚❡st❢❛❧❧✱ ✐♥ ❞❡♠ ❧❛t❡r❛❧❡ ❋❧üss❡ ❛✉s
s✐❝❤ ✈❡r❜✐♥❞❡♥❞❡♥ ❚r♦♣❢❡♥ ❡♥t❧❛♥❣ ❞❡r ●r❡♥③✢ä❝❤❡ ❜❡rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥✳ ❊✐♥ ❱❡r❣❧❡✐❝❤
♠✐t ❞❡♥ ❊r❣❡❜♥✐ss❡♥ ❛✉s ❞❡♠ ❡✐♥❢❛❝❤❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥③❡♣t ♦❤♥❡ ❚r♦♣❢❡♥ ③❡✐❣t✱ ❞❛ss ❚r♦♣✲
❢❡♥ ♥✐❝❤t ✈❡r♥❛❝❤❧äss✐❣t ✇❡r❞❡♥ s♦❧❧t❡♥ ✇❡♥♥ ❣❡❦♦♣♣❡❧t❡ ❩✇❡✐✲P❤❛s❡♥✲❙②st❡♠❡ ✉♥t❡rs✉❝❤t
✇❡r❞❡♥✳
❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥③❡♣t ♠✐t P❤❛s❡♥❢❡❧❞♠♦❞❡❧❧✿ ❊✐♥ ♠❡❤rs❦❛❧✐❣❡s ❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥③❡♣t ❞❛s
❞✐❡ ❙trö♠✉♥❣s✲ ✉♥❞ tr♦♣❢❡♥❛❜❤ä♥❣✐❣❡♥ Pr♦③❡ss❡ t❛tsä❝❤❧✐❝❤ ❛✉❢ ③✇❡✐ ✈❡rs❝❤✐❡❞❡♥❡♥ ❙❦❛✲
❧❡♥ ❛✉✢öst ❤✐❧❢t✱ ❡✐♥❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❆✉s✇❡rt✉♥❣ ❞❡r ■♥t❡r❛❦t✐♦♥❡♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙❦❛✲
❧❡♥ ③✉ ❡r❤❛❧t❡♥✳ ❇❡✐ ❞✐❡s❡♠ ❆♥s❛t③ ✇❡r❞❡♥ ❞✐❡ ❙trö♠✉♥❣s♣r♦③❡ss❡ ✐♥ ❢r❡✐❡r ❙trö♠✉♥❣
✉♥❞ ♣♦rös❡♠ ▼❡❞✐✉♠ ❛✉❢ ❞❡r ▼❛❦r♦s❦❛❧❛ ♠♦❞❡❧❧✐❡rt✱ ✇ä❤r❡♥❞ ❡✐♥ P❤❛s❡♥❢❡❧❞♠♦❞❡❧❧ ❞✐❡
❚r♦♣❢❡♥ ❛✉❢ ❞❡r P♦r❡♥s❦❛❧❛ ❛✉✢öst✳ ■♥❞❡♠ ❉❛t❡♥ ❛✉s❣❡t❛✉s❝❤t ✉♥❞ ❛❧s ❘❛♥❞❜❡❞✐♥❣✉♥✲
❣❡♥ ❣❡s❡t③t ✇❡r❞❡♥✱ ✇✐r❞ ❞✐❡ ❑♦♠♠✉♥✐❦❛t✐♦♥ ③✇✐s❝❤❡♥ ❞❡♥ ❜❡✐❞❡♥ ❙❦❛❧❡♥ ❡r♠ö❣❧✐❝❤t✳ ❉❛
❞❛s ✈❡r✇❡♥❞❡t❡ P❤❛s❡♥❢❡❧❞♠♦❞❡❧❧ ❜✐s❤❡r ♥✉r ♠✐t ❦ü♥st❧✐❝❤❡♥ ❋❧✉✐❞s②st❡♠❡♥ ❛♥✇❡♥❞❜❛r
✐st✱ ❦❛♥♥ ♠✐t ❞✐❡s❡♠ ❑♦♣♣❧✉♥❣s❛♥s❛t③ ♥✉r ❡✐♥❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❆♥❛❧②s❡ ❞✉r❝❤❣❡❢ü❤rt ✇❡r❞❡♥✳
❉✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ ③❡✐❣❡♥✱ ❞❛ss ❚r♦♣❢❡♥❜✐❧❞✉♥❣ ✉♥❞ ✲✇❛❝❤st✉♠ ❢ür ❡✐♥❢❛❝❤❡ ❙③❡♥❛r✐❡♥ ✈♦r✲
❤❡r❣❡s❛❣t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ■♠ ❱❡r❣❧❡✐❝❤ ③✉♠ ❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥③❡♣t ♠✐t ♥✐❡❞r✐❣❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧❡♥
●r❡♥③✢ä❝❤❡♥❣❡❜✐❡t ❤❛t ❞❛s P❤❛s❡♥❢❡❧❞♠♦❞❡❧❧ ❥❡❞♦❝❤ ❞✐❡ P❡rs♣❡❦t✐✈❡✱ ❞✐❡ tr♦♣❢❡♥❛❜❤ä♥✲
❣✐❣❡♥ Pr♦③❡ss❡ ♠✐t ❣❡r✐♥❣❡r❡♠ ❱❡r❧✉st ✈♦♥ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥❡♥ ❞❡r P♦r❡♥s❦❛❧❛ ③✉ ♠♦❞❡❧❧✐❡r❡♥✳
▼✐t ❊r✇❡✐t❡r✉♥❣❡♥ ✉♥❞ ▼♦❞✐✜③✐❡r✉♥❣❡♥ ❦ö♥♥t❡♥ ❞✐❡ ❜❡✐❞❡♥ ♠❡❤rs❦❛❧✐❣❡♥ ❑♦♣♣❧✉♥❣s✲
❦♦♥③❡♣t❡ ♥üt③❧✐❝❤❡ ❲❡r❦③❡✉❣❡ s❡✐♥✱ ✉♠ ❞❛s ❱❡r❤❛❧t❡♥ ✈♦♥ ❚r♦♣❢❡♥ ✐♥ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡♥ ❆♥✲
✇❡♥❞✉♥❣❡♥ ✈♦r❤❡r③✉s❛❣❡♥✳ ❩✉♠ ❇❡✐s♣✐❡❧ ✇ür❞❡ ❡✐♥❡ ❘❡✐❤❡ ✈♦♥ ▼ö❣❧✐❝❤❦❡✐t❡♥ ❡rö✛♥❡t
✇❡r❞❡♥✱ ✇❡♥♥ ❞❡r ❊✐♥✢✉ss ❞❡r ❚r♦♣❢❡♥ ❛✉❢ ❞✐❡ ●❡s❝❤✇✐♥❞✐❣❦❡✐t ❞❡r ❢r❡✐❡♥ ❙trö♠✉♥❣ ❜❡✲
rü❝❦s✐❝❤t✐❣t ✇❡r❞❡♥ ✇ür❞❡✳
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss❡♥❞ ✇❡r❞❡♥ ✐♥ ❞✐❡s❡r ❆r❜❡✐t ③✇❡✐ ♠❡❤rs❦❛❧✐❣❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥③❡♣t❡ ✉♥❞ ✐❤r❡
❥❡✇❡✐❧✐❣❡♥ ♥✉♠❡r✐s❝❤❡♥ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐❡r✉♥❣❡♥ ✈♦r❣❡st❡❧❧t✱ ✇❡❧❝❤❡ ♣♦t❡♥③✐❡❧❧ ❛✉❢ r❡❛❧✐st✐s❝❤❡
❳❳❱■
❩✉s❛♠♠❡♥❢❛ss✉♥❣
Pr♦❜❧❡♠❡ ❛♥❣❡✇❡♥❞❡t ✇❡r❞❡♥ ❦ö♥♥❡♥✳ ❲ä❤r❡♥❞ ❞✐❡ ❊r❣❡❜♥✐ss❡ s❝❤♦♥ ③✉ ♣❤ä♥♦♠❡♥♦✲
❧♦❣✐s❝❤❡♥ ❇❡♦❜❛❝❤t✉♥❣❡♥ ✐♠ ❇❡③✉❣ ❛✉❢ ❚r♦♣❢❡♥ ♣❛ss❡♥✱ ♠üss❡♥ ❞✐❡ ❑♦♣♣❧✉♥❣s❦♦♥③❡♣t❡




■♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢r❡❡ ✢♦✇
❛♥❞ ❛ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ◗✉❛♥t✐❢②✐♥❣ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ✢✉①❡s ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
❡♥❡r❣② ✐s ❝r✉❝✐❛❧ ❢♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❧✐❦❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ s♦✐❧✱ ✇❛t❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ✐♥ ❢✉❡❧
❝❡❧❧s ♦r tr❛♥s♣♦rt ♦❢ t❤❡r❛♣❡✉t✐❝ ❛❣❡♥ts ✐♥ t❤❡ ❤✉♠❛♥ ❜♦❞②✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❛t❡r ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❢♦r♠s
❞r♦♣s ✇❤✐❝❤ ❜❧♦❝❦ t❤❡ ♣♦r❡s ❢♦r ❣❛s❡♦✉s ✢✉①❡s✳ ❲❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ s✉❝❤ s②st❡♠s✱ ❛♥ ✐♠✲
♣♦rt❛♥t ❛s♣❡❝t ✐s t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ ❤♦✇ t❤❡ ❞r♦♣s ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❤♦✇ t❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✐ts s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s t❤❡ ✇❛✲
t❡r ♠❛♥❛❣❡♠❡♥t ♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s✱ t❤❡r♠❛❧ ✐♥s✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❜✉✐❧❞✐♥❣ ❡①t❡r✐♦rs ♦r t✉r❜✐♥❡ ❤❡❛t
❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ t❤❡ ❞r♦♣s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❤❡❛t ✢✉①❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳
❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ r❡♣r❡s❡♥t ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇
❛♥❞ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ❧✐q✉✐❞✲❣❛s ✢♦✇ ✐♥ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ r❡❣✐♦♥
✇❤❡r❡ t❤❡ ❞r♦♣s ❢♦r♠ ✐s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❤❡✐❣❤t ❛s t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡s✱
❜✉t ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❉✉❡ t♦ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✐♥ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ♠✐❣❤t r❡❛❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ t♦
t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ r❡❣✐♦♥✳ ❚❤❡r❡✱ ✐t ❡✐t❤❡r ❡✈❛♣♦r❛t❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ♦r ❢♦r♠s ❞r♦♣s ♦♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡✳ ❙✉❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❞r♦♣s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥
❞✐✛❡r❡♥t ✇❛②s✿ ❛ ❧❛r❣❡r ❧✐q✉✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡s ❛❝❝❡❧❡r❛t❡s
❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❣❛s ✐s ❤✐♥❞❡r❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦✐♥❣
♦❢ ♣♦r❡s ❜② ❧✐q✉✐❞ ❞r♦♣s✱ ❤✐❣❤❡r ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❞✉❡ t♦ ❛ r❡❞✉❝❡❞ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❧❡❛❞
t♦ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❞r♦♣ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❤✐❣❤❡r ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ❛♥❞ s♦ ♦♥✳ ❇❡s✐❞❡s
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤✱ ❞②♥❛♠✐❝ ❞r♦♣ ♣r♦❝❡ss❡s s✉❝❤ ❛s ❞❡❢♦r♠✐♥❣✱ s♣r❡❛❞✐♥❣✱ ♠❡r❣✐♥❣✱
❞❡t❛❝❤✐♥❣✱ ❜r❡❛❦✐♥❣ ✉♣✱ r❡✲❛tt❛❝❤✐♥❣ ❛♥❞ s❤r✐♥❦✐♥❣ ❛✛❡❝t t❤❡ t✇♦ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s✳
Pr❡❞✐❝t✐♥❣ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧❧✐♥❣ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ✇❛t❡r ❞r♦♣s ❛♥❞ t❤❡✐r ❜❡❤❛✈✐♦r ✐s ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t
❛s♣❡❝t t♦ ✐♠♣r♦✈❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s✐❣♥s✳ ❖❢t❡♥✱ t❤❡ ❞r♦♣s✬ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
✷ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
✢♦✇ r❡❣✐♠❡s ✐s ♦❢ ❣r❡❛t❡r ✐♥t❡r❡st t❤❛♥ t❤❡ ❢❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱
❞❡t❛✐❧❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✉♥❞❡r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ♥❡❝❡ss❛r② ✐♥ ♦r❞❡r
t♦ ❣❡♥❡r❛t❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧s✳ ❊①♣❡r✐♠❡♥ts ❛r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❛♥❞ ♣r♦t♦t②♣❡s ❛r❡ ❜✉✐❧t t♦
♦❜s❡r✈❡ ❛♥❞ ♠❡❛s✉r❡ t❤❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❞✐r❡❝t❧②✳ ❇❡s✐❞❡s s✉❝❤ ♣r❛❝t✐❝❛❧ ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s✱ t❤❡✲
♦r❡t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛♥❞ ✈✐rt✉❛❧ ♣r♦t♦t②♣❡s ❤❛✈❡ ❜❡❝♦♠❡ ❛♥ ✐♠♣♦rt❛♥t t♦♦❧ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❜❡tt❡r
✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥
❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ ❛r❡ ♦❢t❡♥ ❡♠♣❧♦②❡❞ t♦ t❤♦r♦✉❣❤❧② ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
♦❝❝✉rr✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧ ❢♦r r❡❛❧✲❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦s r❡q✉✐r❡s ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡❧❡✈❛♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦sts✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛❜♦✈❡✱ ✉s✉❛❧❧② ♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡s❡ ❞❡♠❛♥❞s ❝❛♥
❜❡ s❛t✐s✜❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣♦r❛❧ ❛♥❞ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s✳ ■❢ t❤❡ ✐♥t❡r❡st ❧✐❡s ✐♥ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✇❛t❡r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱
♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t❧② ❛❝❝✉r❛t❡ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ Pr♦❝❡ss❡s ❤❛♣♣❡♥✐♥❣ ♦♥ s♠❛❧❧❡r s❝❛❧❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛♥❞
✉♣s❝❛❧❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❡✣❝✐❡♥t ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤✐s ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦ss ♦❢ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❞r♦♣s✱
♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡❝♦♠❡s ❝r✉❝✐❛❧ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡s❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② t✐♥② ❞r♦♣s ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
♦✈❡r❛❧❧ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❘❡s♦❧✈✐♥❣
t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤ ❣r✐❞ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡
t❤❡♥ ❛❣❛✐♥ ❡①♣❡♥s✐✈❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ t✐♠❡ ❛♥❞ ❡✛♦rt✳
❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤✐s ❞✐❧❡♠♠❛ ❜② ❞❡✈❡❧♦♣✐♥❣ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡✱ ♠✉❧t✐✲
♣❤②s✐❝s ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦✲
❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r✳ ❘❡❧❡✈❛♥t ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❤❛s t♦ ❜❡
✐♥❝❧✉❞❡❞✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ s❤♦✉❧❞ st✐❧❧ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❛✲
t✐♦♥❛❧❧② ❡✣❝✐❡♥t✳ ❲❡ ♣r❡s❡♥t t✇♦ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢
t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ t❛❝❦❧❡ t❤✐s ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦✳ ■♥ ❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s✱ ✉♣s❝❛❧✐♥❣
♣r♦❝❡❞✉r❡s ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ t♦ t❛❦❡ ❛ ✈❛r✐❡t② ♦❢ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲✐t❤
t❤❡ ✜rst ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ♠♦❞❡❧ r❡❛❧✐st✐❝ s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❛♠♦✉♥t
♦❢ ✇❛t❡r t❤❛t ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ♦♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ✐♥t❡♥❞❡❞ t♦
❣✐✈❡ ✐♥s✐❣❤ts ♦♥ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❞r♦♣s ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
♠❛♥♥❡r ♦♥❧②✳
❋♦r t❤❡ ✜rst ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ t❤r❡❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❛
❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❇❛❧❛♥❝❡
✶✳✶ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✸
❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ ❞r♦♣s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛r❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❲✐t❤
❛ s✐♠♣❧❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✱ t❤❡ ❛r❡❛ ❝♦✈❡r❡❞ ❜② ❞r♦♣s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ✇❡ ✐♥❝❧✉❞❡ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❛❧♦♥❣
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛✉s❡❞ ❜②
❞r♦♣s ❛t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❲❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ t❡st ❝❛s❡ ✇✐t❤ ❛♥
❡①♣❡r✐♠❡♥t t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❡t ✉♣ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s❝❡♥❛r✐♦s t♦ ♣r❡❞✐❝t
t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ❛♥❞ t❤✐♥ ✇❛t❡r ✜❧♠s ♦✈❡r t✐♠❡✳
■♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ ❞r♦♣s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✱
✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲
s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ s②st❡♠s ♦♥ ❜♦t❤ s❝❛❧❡s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✱ ❜✉t ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉❝❤ ❛s
♣r❡ss✉r❡✱ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧
✢✉✐❞ s②st❡♠✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts✳
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❜♦t❤ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s s❤♦✇ t❤❛t ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤
❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t✱
❡✈❡♥ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ P❛r❛♠❡t❡r ✈❛r✐❛t✐♦♥s
②✐❡❧❞ t❤❡ ❡①♣❡❝t❡❞ r❡s✉❧ts✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t
t❤❛t ♥❡❣❧❡❝ts ❞r♦♣s s❤♦✇s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛♥❞ ❢✉rt❤❡r str❡ss❡s t❤❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ❞r♦♣s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
✶✳✶ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt
❚❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ ♣r❡✈✐♦✉s ✜♥❞✐♥❣s ✐♥ t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ✜❡❧❞s ♦❢ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s
❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s✳ ❇♦t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♥✉♠❡r✲
✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❤❡❧♣❡❞ t♦ ❣❛✐♥ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❛❜♦✉t t❤❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ s✉❝❤
s❡tt✐♥❣s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s✳ ❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ✐s ❧✐♠✐t❡❞ t♦ r❡❧❛t❡❞ ✇♦r❦s
♦♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧✱ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
❉r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s
▲✐q✉✐❞ ❞r♦♣s ❛r❡ ✉s✉❛❧❧② ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ ❛ s♠❛❧❧ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❛✐♠ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡
r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ❡①❛❝t❧② ❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ✐♥ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ❛♥❞ ♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ✇❛②✳ ❚❤❡
✹ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
♠♦st ❝♦♠♠♦♥ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ t❤❡ ❝♦♠♣❧❡① ♣❤②s✐❝s ❛r❡ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲
♦❢✲✢✉✐❞ ♠❡t❤♦❞ ❛♥❞ t❤❡ ▲❛tt✐❝❡✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ♠❡t❤♦❞✳
❲✐t❤ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲♦❢✲✢✉✐❞ ✭❱❖❋✮ ♠❡t❤♦❞✱ ❛ s✐♥❣❧❡ s❡t ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s s♦❧✈❡❞
❢♦r ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ✈❛♣♦r✱ ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ ♣❤❛s❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡
tr❛❝❦❡❞✳ ■t ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ❡✳❣✳ ❜② ❇❛❣❣✐♦ ❛♥❞ ❲❡✐❣❛♥❞ ❬✷✵✶✾❪ t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ♦❢ ❛ ❞r♦♣
♦♥ ❛ s✉♣❡r❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡♦❞♦r❛❦❛❦♦s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❛♣♣❧② t❤❡ ❱❖❋ ♠❡t❤♦❞ t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞❡t❛❝❤✐♥❣ ❞r♦♣s ✐♥ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s✳ ❆♥♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ❢♦r ✇❛t❡r ❞②♥❛♠✐❝s ✐♥ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s
✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ◗✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ✇❤❡r❡ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❣❡♦♠❡tr✐❡s ♦❢ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❛②❡rs ❛r❡
✉s❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞r♦♣ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❛♥❞ ✜❧♠ ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦r♥❡rs ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❝❤❛♥♥❡❧✳
❆♥♦t❤❡r ❡①❛♠♣❧❡ ✐s t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❆♥♥❛♣r❛❣❛❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✱ ✇❤♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢
❛ ❞r♦♣ ❛❧♦♥❣ ❛♥ ✐♥❝❧✐♥❡❞ s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ✈♦❧✉♠❡✲♦❢✲✢✉✐❞✴❝♦♥t✐♥✉♦✉s✲s✉r❢❛❝❡✲❢♦r❝❡ ✭❱❖❋✲
❈❙❋✮ ♠♦❞❡❧✳
❋♦r t❤❡ ▲❛tt✐❝❡✲❇♦❧t③♠❛♥♥ ♠❡t❤♦❞ ✭▲❇▼✮✱ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ✐s
s♦❧✈❡❞ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ st❛t✐st✐❝❛❧ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ♣❛rt✐❝❧❡s ✐♥ ❛ ✢✉✐❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛
❝♦❧❧✐s✐♦♥ ♦♣❡r❛t♦r✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❡✳ ❣✳ ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤❡ ✇♦r❦ ♦❢ ❋r❛♥❦ ❛♥❞ P❡rr❡ ❬✷✵✶✷❪✱ ✇❤♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❞r♦♣s ♦♥ ❛ ♣♦r♦✉s s✉r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥t❛❝t
❛♥❣❧❡s ❜② ❛♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ▲❇▼✳ ❆♥♦t❤❡r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ▲❇▼ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❲❛♥❣ ❛♥❞
❙✉♥ ❬✷✵✶✽❪✱ ✇❤❡r❡ ❛ s❡♥s✐t✐✈✐t② ❛♥❛❧②s✐s ♦♥ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✇❤✐❝❤ ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢r❡❡ ❞r♦♣ ✐♥ ❣❛s ❛♥❞ ❛ s❡ss✐❧❡ ❞r♦♣ ♦♥ ❛ ✇❡tt✐♥❣ s✉r❢❛❝❡ ✐s
❝♦♥❞✉❝t❡❞✳
❚❤❡ ❡①❛♠♣❧❡s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❛❜♦✈❡ r❡♣r❡s❡♥t ♦♥❧② ❛ s♠❛❧❧ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r♦✉s ♣✉❜✲
❧✐❝❛t✐♦♥s ♦♥ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦ ✇❡ ❢♦❝✉s ♦♥ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ t❤❡s❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✐♥ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✇❤✐❝❤
♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❛ ❧❛r❣❡r s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ♦♥ t❤❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❣❛✐♥❡❞ ❜② t❤❡s❡
❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ ❜✉t ❞♦ ♥♦t ❛♣♣❧② ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ ♦✉r ✇♦r❦✳
❈♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s
❙❡✈❡r❛❧ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s ❝❛♥ ❜❡
❢♦✉♥❞ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✳ ❈♦♠♠♦♥❧②✱ ❡✐t❤❡r ❛ ♦♥❡✲❞♦♠❛✐♥ ♦r ❛ t✇♦✲❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s
✉s❡❞ ❢♦r s✉❝❤ s②st❡♠s✳
■♥ t❤❡ ♦♥❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ♦♥❡ s❡t ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt
♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❇r✐♥❦♠❛♥ ❬✶✾✹✾❪ ❝♦♠❜✐♥❡s t❤❡ ❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥
✶✳✶ ❙t❛t❡ ♦❢ t❤❡ ❛rt ✺
✇✐t❤ ❉❛r❝②✬s ❧❛✇ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥✳ P❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ♣♦r♦s✐t② ❛♥❞ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣
♦♥ s♣❛❝❡✱ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡② ❡✐t❤❡r r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥ ♦r t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠
❞♦♠❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs✱ ❛ s♠♦♦t❤
tr❛♥s✐t✐♦♥ ③♦♥❡ ✐s ❣✐✈❡♥✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ ♥♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
♥❡❝❡ss❛r② t♦ ❝♦♥♥❡❝t t❤❡ t✇♦ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s ✇✐t❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♠♦♥❣st
♦t❤❡rs ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ●♦②❡❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✸❪✱ ❱❛❧❞és✲P❛r❛❞❛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ❇❛s✐r❛t ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪
❛♥❞ ❆♥t♦♥✐❛❞✐s ❛♥❞ P❛♣❛❧❡①❛♥❞r✐s ❬✷✵✶✻❪✳
❋♦r t❤❡ t✇♦✲❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t✇♦ s❡ts ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♥❡❡❞❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱
❛ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ t✇♦ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s ❛♥❞ ♥❡❝❡ss✐t❛t❡s t❤❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢
❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛♥ ✐♥t❡r♥❛❧ ❜♦✉♥❞❛r② ✇❤❡r❡
❜♦t❤ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❝♦✐♥❝✐❞❡✳ ❍❡r❡✱ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡
s❡t ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠
❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆♥❛❧②s❡s ❢♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ s②st❡♠s
❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❉✐s❝❛❝❝✐❛t✐ ❛♥❞ ◗✉❛rt❡r♦♥✐ ❬✷✵✵✾❪ ❛♥❞ ❘✐✈✐èr❡ ❛♥❞ ❨♦t♦✈ ❬✷✵✵✺❪✳ ■♥ t❤❡
❛♣♣r♦❛❝❤ ♦❢ ❇❡❛✈❡rs ❛♥❞ ❏♦s❡♣❤ ❬✶✾✻✼❪✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥✈♦❧✈❡ ❛ ✈❡❧♦❝✐t② ❥✉♠♣ ❛t
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ✇❤✐❧❡ ❖❝❤♦❛✲❚❛♣✐❛ ❛♥❞ ❲❤✐t❛❦❡r ❬✶✾✾✺❪ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ ❛ str❡ss ❥✉♠♣✳ ❙❤❛✈✐t
❬✷✵✵✾❪ ♣r❡s❡♥ts ❛ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ r❡s❡❛r❝❤ r❡❧❛t❡❞ t♦ tr❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛t
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇s ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳
■❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱
t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡❧②✳ ❚❤❡
♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▼♦st❤❛❢ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✶❪ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ♥♦r♠❛❧ ✇❛t❡r ✢✉①❡s r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❡✈❛♣♦r❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s ❜② ▼❛ss♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪
❛♥❞ ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪ ❛ss✉♠❡ t❤❡ s❛♠❡✳ ❆♥♦t❤❡r ♣♦ss✐❜✐❧✐t② ✐s t♦ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❞♦❡s ♥♦t ❡✈❡♥ r❡❛❝❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ❑♦❝❤ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✷✵❪✳ ■♥
❜♦t❤ ❛♣♣r♦❛❝❤❡s✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ r❡❣✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡
❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ❧✐q✉✐❞ ❞r♦♣s ♠✐❣❤t ❢♦r♠ ❛♥❞
♠♦✈❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s s✉r❢❛❝❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡s❡ ❝❛s❡s✳
❉r♦♣s ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s
❚❤❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡✱ ♠✉❧t✐✲✢✉✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ●✉r❛✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪
❛♥❞ ●✉r❛✉ ❛♥❞ ▼❛♥♥ ❬✷✵✶✵❪ t❛❦❡s ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✐♥ ❛ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✐♥t♦
✻ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❜♦t❤ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ s❝❛❧❡ ✇✐t❤
♦♥❡ tr❛♥s♣♦rt ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞
s❛t✉r❛t✐♦♥ ♥❡①t t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❇♦t❤ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛♥❞ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ❛r❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤❡♥ ❛ ❞r♦♣ ❞❡t❛❝❤❡s✳
❇❡r♥✐♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✾❪ ❡①t❡♥❞ t❤❡ ♠✉❧t✐✲✢✉✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② t❛❦✐♥❣ t❤❡ ✐rr❡❞✉❝✐❜❧❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r ✐♥ t❤❡ ❣❛s ❝❤❛♥♥❡❧ ♦❢ ❛ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧✳
❆t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡② s❡t t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛s t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞
♣❤❛s❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦r❡ ❡♥tr② ♣r❡ss✉r❡✳
❋♦r ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ♣♦r❡✲♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ ✐❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s str✉❝t✉r❡ ✐s
❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦r❡ t❤r♦❛ts ❛♥❞ ♣♦r❡ s♣❛❝❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠✱ ❛s ❡✳ ❣✳ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❏♦❡❦❛r✲◆✐❛s❛r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✳ ◗✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ♠♦❞❡❧ ✇❛t❡r
❛♥❞ ✈❛♣♦r tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❛ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣♦r❡✲♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❣❛s ❞✐✛✉s✐♦♥ ❧❛②❡r ❛♥❞ ♠✐❝r♦ ♣♦r♦✉s ❧❛②❡r r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❲❡✐s❤❛✉♣t
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪ ❝♦✉♣❧❡ ❛ ♣♦r❡✲♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ✇✐t❤ ❛ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦r❡s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s ❝♦✉❧❞ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❡✐t❤❡r ♦♥ s✐♥❣❧❡ ♣♦r❡ t❤r♦❛ts ♦r ❛s ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❢❡❞ ❜② s❡✈❡r❛❧ ♣♦r❡
t❤r♦❛ts✳ ❙✉❝❤ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢
❛ ♣♦r❡✲♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❍②❞r♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞
▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❍②❞r♦s②st❡♠s ✭❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t✉tt❣❛rt✮✳
❆♥ ❛tt❡♠♣t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t♦ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞
♠♦❞❡❧ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ▼♦st❤❛❢ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❤❛s ❜❡❡♥ ♠❛❞❡ ❜② ❇❛❜❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✳
❚❤❡② ❝♦♠❜✐♥❡❞ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✱ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ ✢♦✇ ✇✐t❤
❛ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❞❡r✐✈❡❞ ❛t t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❜✉♥❞❧❡✲♦❢✲t✉❜❡s
❝♦♥❝❡♣t✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♥❡✇ ❝♦♠♣❧❡① ❝♦♥❝❡♣t✱ ❞r♦♣s ❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❢♦r♠ ❛♥❞
❣r♦✇ ❞✉❡ t♦ ✢✉①❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤ ✐❢ t❤❡
❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❞r♦♣ ❛r❡ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡t❡♥t✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞r♦♣ ❛♥❞ t❤❡
s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧ ♦♣❡r❛t❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t r❡s♦❧✈❡ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❞r♦♣s✳ ❙❡✈❡r❛❧ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ t❡st ❝❛s❡s ❛r❡ s❡t ✉♣ ❛♥❞ ♣r♦✈✐❞❡ r❡s✉❧ts ✇❤✐❝❤ s❤♦✇
❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✳ ❆ ❞r❛✇❜❛❝❦ ♦❢ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t❤❛t ♦♥❧② ❛ ❢❡✇
✉♣s❝❛❧❡❞ ❞r♦♣s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳
❚❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ r❡✈✐❡✇ s❤♦✇s t❤❛t ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲
s②st❡♠s ✉s✉❛❧❧② ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❞r♦♣s✳ P♦r❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❤♦✇❡✈❡r✱ ❛r❡
♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r ♠♦❞❡❧✐♥❣ ♠♦r❡ t❤❛♥ ❛ ❢❡✇ ❞r♦♣s✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ s❡❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ♦♣♣♦rt✉♥✐t✐❡s
✐♥ ❝❧♦s✐♥❣ t❤✐s ❣❛♣ ❜② ❢✉rt❤❡r ❡①t❡♥❞✐♥❣ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❜② ▼♦st❤❛❢ ❡t ❛❧✳
✶✳✷ ❖✉t❧✐♥❡ ✼
❬✷✵✶✶❪✱ ✇❡ ❜❛s❡ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❛♥❞ r❡❛❧✐③❛t✐♦♥ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❇❛❜❡r ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✻❪ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞r♦♣s ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐❛✳
✶✳✷ ❖✉t❧✐♥❡
■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ♣❤②s✐❝❛❧✱ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛s
✇❡❧❧ ❛s s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts ❢♦r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r s②st❡♠s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡
❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❆♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts
♣r❡s❡♥t❡❞ ♦r r❡❢❡rr❡❞ t♦ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✶✳✶ ✳
■♥ ❈❤❛♣t❡r ✷✱ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❡r♠s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝r❡❛t❡ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r
t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s✳
❈❤❛♣t❡r ✸ ❛❞❞r❡ss❡s ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✳ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s
❛♥❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❜♦t❤ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❛r❡ ❣✐✈❡♥✳
❆ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞
❡♥❡r❣② ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✹✳ ❲❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛
♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡♥ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✳
❈❤❛♣t❡r ✺ ❞❡s❝r✐❜❡s ❞r♦♣s ❛♥❞ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t ✇❤❡♥ ♠♦❞✲
❡❧✐♥❣ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s✳ ❆s ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥❝❡♣t✱ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣ ❛r❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳
❈❤❛♣t❡r ✻ ❢❡❛t✉r❡s ❛ ♥❡✇ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ ✉♣s❝❛❧❡s t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞
♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✳
❆ s❡❝♦♥❞ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ✐♥ ❝♦♦♣❡r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ▲✉❦❛s ❖str♦✇s❦✐
❛♥❞ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❞r♦♣s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ ❛ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✳
❈❤❛♣t❡r ✽ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❋♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣✱ ❡①✲
♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ♦✉r ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳
❘❡s✉❧ts ❢♦r ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t
❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦♥❡s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ r❡s✉❧ts ❢♦r
t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❛ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳
✽ ✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✶✳✶✿ ❉✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡✲
❢❡rr❡❞ t♦ ♦r ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
✶✳✷ ❖✉t❧✐♥❡ ✾
❈❤❛♣t❡r ✾ ❝♦♥❝❧✉❞❡s t❤✐s t❤❡s✐s ✇✐t❤ ❛ s✉♠♠❛r② ❛♥❞ ❛♥ ♦✉t❧♦♦❦✳

✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❡①♣❧❛✐♥s t❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ t❡r♠s ❛♥❞ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡
♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ✐♥ t❤❡ ♥❡①t ❝❤❛♣t❡rs✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s t♦ ❜❡
♣r❡s❡♥t✿ ♦♥❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ t✇♦ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡s✱ ♥❛♠❡❧② ❣❛s ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✳ ❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s②st❡♠
❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✿ ❢r❡❡ ✢♦✇✱ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞
✢♦✇ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡
s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ✐✳ ❡✳
❧♦❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✱ t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞✳
❘❡❧❡✈❛♥t ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦ ♠♦❞❡❧ s✉❝❤ s②st❡♠s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✶✳ ❋♦r t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✱ ❛ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳
❚❤❡ ❜❛s✐❝ ✐❞❡❛s ❛♥❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞
✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ✢✉✐❞ ♠❡❝❤❛♥✐❝s ❧✐t❡r❛t✉r❡ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ❜♦♦❦ ❜② ❲❤✐t❡ ❬✶✾✻✽❪✳ ❋♦r ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐❛ ❛♥❞ t❤❡ r❡❧❛t❡❞ ❛✈❡r❛❣❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ✇❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ✇♦r❦s ♦❢ ❍❡❧♠✐❣ ❬✶✾✾✼❪ ❛♥❞
❇❡❛r ❬✷✵✶✸❪✳
❋✐❣✉r❡ ✷✳✶✿ ❚✇♦ ✢✉✐❞s ✭❣❛s ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✮ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ t❤r❡❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t
❢r❡❡ ✢♦✇✱ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳
✶✷ ✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s
✷✳✶ ❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❋❧✉✐❞s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇❤✐❝❤ ♠♦✈❡ ❞r✐✈❡♥ ❜② ❛ttr❛❝t✐♦♥✱ r❡♣✉❧s✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦❧❧✐s✐♦♥s✳
❉❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ✢✉✐❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ♣♦s✐t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s
t♦ ❛ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r s❝❛❧❡✳ ❆s ❛♥ ❡①❛♠♣❧❡✱ 1g ♦❢ ✇❛t❡r ❝♦♥t❛✐♥s 3 · 1022
♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❡✈❡♥ ✐♥ s♠❛❧❧ ♣♦rt✐♦♥s ♦❢ ✢✉✐❞✱ r❡s♦❧✈✐♥❣
❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡♠ ❧❡❛❞s t♦ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ st♦r❛❣❡ ❝❛♣❛❝✐t②
❛♥❞ ❈P❯ t✐♠❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❞❡t❡r♠✐♥❡s ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t② ❛♥❞
✈✐s❝♦s✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❝♦♠♠♦♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s t♦ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r ❛ ❧❛r❣❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s
t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❜❧❡ ❢✉♥❝t✐♦♥s✳ ❚❤✐s ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞
✐❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ ✢♦✇ s②st❡♠ ✐s ♠✉❝❤ ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ❢r❡❡ ♣❛t❤ ♦❢ t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❲✐t❤ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✢✉✐❞s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s ♣❤❛s❡s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❈♦♠♣♦♥❡♥ts
❆ ❝♦♠♣♦♥❡♥t κ ✐s ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦❧❡❝✉❧❡s ♦❢ ❡✐t❤❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥t ✭❡✳ ❣✳
❤②❞r♦❣❡♥✮ ♦r ♦❢ ❛ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❝♦♠♣♦✉♥❞ ✭❡✳ ❣✳ ✇❛t❡r✮✳ ■♥ s♦♠❡ ❝❛s❡s✱ ♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥ts
❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ s✉❜st❛♥❝❡s✱ ❜✉t ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜②
t❤❡ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ♦♥❡ s♣❡❝✐❡s ✭❡✳ ❣✳ ❛✐r✮✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❛t❡r ✭s✉♣❡rs❝r✐♣t w✮
❛♥❞ ❛✐r ✭s✉♣❡rs❝r✐♣t a✮ ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ❛s ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳
❆✐r
❆✐r ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts s✉❝❤ ❛s ♥✐tr♦❣❡♥✱ ♦①②❣❡♥✱ ❝❛r❜♦♥ ❞✐♦①✐❞❡✱ ✇❛t❡r
✈❛♣♦r ❛♥❞ s♠❛❧❧ ❛♠♦✉♥ts ♦❢ ♦t❤❡r ❣❛s❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❛❧❧ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❝♦♠✲
♣♦♥❡♥ts✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ ♠❛♥② ❝❛s❡s ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ r❡❣❛r❞ ❛✐r ❛s ❛ ♣s❡✉❞♦✲❝♦♠♣♦♥❡♥t t♦
s✐♠♣❧✐❢② ✐ts ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r ❛✐r ❛s ❛ s✐♥❣❧❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢
❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ♥❛♠❡❞ ❡❧❡♠❡♥ts ❡①❝❡♣t ❢♦r ✇❛t❡r ✈❛♣♦r✳ ■ts ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ♦♥❡s
♦❢ ✐ts ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♥✐tr♦❣❡♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡s ✉♣ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② 78% ♦❢ t❤❡ ❛✐r ✈♦❧✉♠❡✳
✷✳✶ ❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✶✸
❲❛t❡r
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✇❛t❡r t♦ ❜❡ ♣✉r❡ ❍2❖ ✐♥ ❡✐t❤❡r ❧✐q✉✐❞ ♦r ❣❛s❡♦✉s ✭✈❛♣♦r✮ ❢♦r♠✳
❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t②✱ ❡♥t❤❛❧♣② ❛♥❞ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t② ❛r❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦
t❤❡ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡q✉❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❚❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❆ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡
Pr♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❲❛t❡r ❛♥❞ ❙t❡❛♠ ❛s ❧✐st❡❞ ❜② ❈♦♦♣❡r ❛♥❞ ❉♦♦❧❡② ❬✷✵✵✼❪✳ ❆t st❛♥❞❛r❞ ❛♠❜✐✲
❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭T = 298.15K✱ p = 105Pa✮✱ ✇❛t❡r ✐s ❧✐q✉✐❞ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
1000kg/m3✳
P❤❛s❡s
❆ ♣❤❛s❡ α ✐s ❛ ❢♦r♠ ♦❢ ♠❛tt❡r ✇❤✐❝❤ ✐s ♣❤②s✐❝❛❧❧② s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ ♦t❤❡r ♣❤❛s❡s ❜② ❛♥
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ♣r❡ss✉r❡✱ ❞❡♥s✐t② ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛r❡
♣♦ss✐❜❧② ❞✐s❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❆t st❛♥❞❛r❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❛ ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ s♦❧✐❞✱ ❧✐q✉✐❞ ♦r ❣❛s❡♦✉s✳
❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✱ ✐ts t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤♦♠♦✲
❣❡♥❡♦✉s✳ ❉✉❡ t♦ ♣❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥s s✉❝❤ ❛s ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✱ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥✱ ❞✐ss♦❧✉t✐♦♥ ❛♥❞
❞❡❣❛ss✐♥❣✱ ❛ ♣❤❛s❡ ♠✐❣❤t ❞✐s❛♣♣❡❛r ♦r r❡❛♣♣❡❛r ❞✉r✐♥❣ ❛ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss✳
❆ ❣❛s ✐s ❛ ✢✉✐❞ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❛❦❡s ✉♣ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡
s♣❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ t♦ ❜❡
❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ❛✐r ❛♥❞ ✇❛t❡r ✈❛♣♦r✳ ■❢ ❛ ❣❛s ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐❞❡❛❧✱ t❤❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛s ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✿
pV = nRT , ✭✷✳✶✮
✇❤❡r❡ n ✐s t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♠♦❧❡s ❛♥❞ R = 8.314J/(molK) ✐s t❤❡ ✉♥✐✈❡rs❛❧ ❣❛s ❝♦♥st❛♥t✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❣❛s✱ t✇♦ ♦r ♠♦r❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡s ❝❛♥ ♠✐① ✭♠✐s❝✐❜❧❡✮ ♦r ❡①✐st ♥❡①t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r
✭✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✮✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡
❛♥❞ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ✇❛t❡r ❛♥❞ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ❛✐r✳
❆ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ♠❛tr✐①✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r✐❣✐❞ ❛♥❞ ✐♠♠♦❜✐❧❡
✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❣❛s ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞ t♦ ❜❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✱ ❛ ❣❛s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞ ❞r♦♣s ❡①✐st✳ ❚❤❡
❢r❡❡ ✢♦✇ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❣❛s ♣❤❛s❡ ♦♥❧②✳
✶✹ ✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s
▼❛ss ❛♥❞ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s
❊❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t κ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✈✐❛ ✐ts ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ Xκα ♦r ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥ x
κ
α ✇✐t❤






xκα = 1 . ✭✷✳✷✮










❲❤❡♥ ❛ ❣❛s ❛♥❞ ❛ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❝♦❡①✐st ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡✐r ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥s ❝❛♥
❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ♠♦❧❛r q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ■♥ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❣❛s ♠✐①t✉r❡✱ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧




❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❛❧t♦♥✬s ❧❛✇✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ♣❛rt✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡s ❡q✉❛❧s t❤❡ t♦t❛❧ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡✿
∑︂
κ
pκg = pg . ✭✷✳✺✮
❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞ ✈❛♣♦r ♣r❡ss✉r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♣❛rt✐❛❧
♣r❡ss✉r❡ ♦❢ t❤❡ ✈❛♣♦r ♦❢ t❤❡ ♠❛✐♥ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡✱ ✐✳ ❡✳ pws❛t = p
w
g ✐♥ ♦✉r




❛♥❞ xag = 1− xwg . ✭✷✳✻✮
❚♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡✱ ❍❡♥r②✬s ❧❛✇ ❝❛♥ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■t st❛t❡s
t❤❛t t❤❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞✐ss♦❧✈❡❞ ❣❛s ✐♥ ❧✐q✉✐❞ ✭xal ✮ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ ✐ts ♣❛rt✐❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❛❜♦✈❡
t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✭pag✮ ❜② t❤❡ ❍❡♥r② ❝♦❡✣❝✐❡♥t H
a
gl✳ ❲✐t❤ ❍❡♥r②✬s ❧❛✇ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✷✮✱ t❤❡




❛♥❞ xwl = 1− xal . ✭✷✳✼✮
✷✳✶ ❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✶✺
❉❡♥s✐t② ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t②
❉❡♥s✐t② ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t② ❜♦t❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✳ ❚❤❡ ❞❡♥s✐t② ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡





❚❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ♣❤❛s❡ ✈✐s❝♦s✐t② µα ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ r❡s✐st❛♥❝❡ ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞✉❡ t♦
❛ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t② ✈α✳ ❋♦r ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞s✱ ✐t r❡❧❛t❡s t❤❡ s❤❡❛r str❡ss τ ❧✐♥❡❛r❧②




■♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣②✱ ❡♥t❤❛❧♣② ❛♥❞ ❤❡❛t ❝❛♣❛❝✐t②
❚❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② U ✐s t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❦✐♥❡t✐❝ ❛♥❞ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❡♥❡r❣② ♦❢ ❛❧❧
♣r❡s❡♥t ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✇✐t❤✐♥ ❛ s②st❡♠✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ t❤❡ t♦t❛❧ q✉❛♥t✐t②✱ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♥❛❧
❡♥❡r❣② u = U
m
✐s ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳
❚❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② ❛♥❞ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲❝❤❛♥❣✐♥❣ ✇♦r❦ ✐♥ ❛ s②st❡♠ ②✐❡❧❞s t❤❡














❋♦r ✐❞❡❛❧ ❣❛s❡s✱ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ cp − cv = RM ❤♦❧❞s✳
❙✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡
❲❤❡♥ ❛ ❣❛s ❛♥❞ ❛ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❝♦❡①✐st✱ t❤❡② ❛r❡ s❡♣❛r❛t❡❞ ❜② ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢
❛✐r ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r✱ t❤❡ ✇❛t❡r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ❛r❡ str♦♥❣❧② ❛ttr❛❝t❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✭❝♦❤❡s✐♦♥✮✱
❜✉t ♦♥❧② ✇❡❛❦❧② ❛ttr❛❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❛✐r ♠♦❧❡❝✉❧❡s ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✭❛❞❤❡s✐♦♥✮✳ ❉✉❡ t♦
t❤✐s ✐♠❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❛ttr❛❝t✐♦♥s✱ ❛ ♥❡t ✐♥✇❛r❞ ❢♦r❝❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❝❛✉s❡s ❛ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥ γ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ ❧✐q✉✐❞s t❡♥❞ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡✐r s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ t♦
✶✻ ✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✿ ❙✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡
r❡❛❝❤ ❛ st❛t❡ ♦❢ ♠✐♥✐♠✉♠ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣②✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❝✉r✈❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❜❛❧❛♥❝❡❞ ❜② t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥ ❛♥❞ ❝❛❧❧❡❞ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡✱ ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❨♦✉♥❣✲▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✿









✇❤❡r❡ rx ❛♥❞ ry ❛r❡ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡
♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s ∆p = p✐♥s✐❞❡ − p♦✉ts✐❞❡✱ ✇❤❡r❡ ✐♥s✐❞❡ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❛✈❡




❲❤❡♥ t❤❡ t✇♦ ✢✉✐❞s ❝♦♠❡ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ ❛ s♦❧✐❞✱ ❛❞❤❡s✐✈❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ✐♥✈♦❦❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛❣✲
♥✐t✉❞❡ ❛♥❞ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r♠♦❧❡❝✉❧❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥
✢✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞✱ s✉r❢❛❝❡ t❡①t✉r❡✱ ❡❧❡❝tr✐❝ ❝❤❛r❣❡ ❛♥❞ ❡✈❡♥ ♣♦ss✐❜❧❡ ✈✐❜r❛t✐♦♥s ✭◆✐✉ ❛♥❞
❚❛♥❣ ❬✷✵✶✹❪✮✳ ❆ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✷✳ ❆❧♦♥❣
t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡s ❜❛❧❛♥❝❡ ♦✉t s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ♥❡t ❢♦r❝❡ ♣❡r ✉♥✐t
❧❡♥❣t❤ ✐s ③❡r♦✳ ❨♦✉♥❣ ❬✶✽✵✺❪ ❞❡r✐✈❡s ❛♥ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r s✉r❢❛❝❡ ✇❡tt✐♥❣ ✇❤✐❝❤ ❜❛❧❛♥❝❡s t❤❡
❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ✿
γlg cos(θ) = γsl − γsg . ✭✷✳✶✷✮
❈♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❛♥❞ ✇❡tt❛❜✐❧✐t②
❚❤❡ ❛♥❣❧❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛♥❞ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ✐s ❝❛❧❧❡❞ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ✳
❲❡tt✐♥❣ ✢✉✐❞s ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ < 90◦✱ ❢♦r ♥♦♥✇❡tt✐♥❣ ✢✉✐❞s t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✐s
θ ≥ 90◦✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❛t❡r✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞
✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✮✿
✷✳✶ ❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✶✼
❼ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✿ θ < 90◦✱
❼ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✿ 90◦ ≤ θ ≤ 150◦✱
❼ s✉♣❡r❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ θ > 150◦✳
❖♥ ❛ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡✱ ✇❛t❡r ❢♦r♠s ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ t♦ ♠❛①✐♠✐③❡ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥
✇❛t❡r ❛♥❞ s♦❧✐❞✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ✐s ♠✐♥✐♠✐③❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡ ♠♦❧❡❝✉❧❛r ❛ttr❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❛✐r ❛♥❞ s♦❧✐❞ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ ♦♥❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✇❛t❡r ❛♥❞
s♦❧✐❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ✐♥ ❞r♦♣s ✇❤✐❝❤ t♦✉❝❤ ❛s ❧✐tt❧❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞
s✉r❢❛❝❡ ❛s ♣♦ss✐❜❧❡✳
❆ st❛t✐❝ ♦r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ∗ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ♦♥ ✐❞❡❛❧ ✭✢❛t✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧❧② ❤♦♠♦❣❡✲
♥❡♦✉s✱ ♣❡r❢❡❝t❧② s♠♦♦t❤✱ r✐❣✐❞✱ ✐s♦tr♦♣✐❝✮ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✱ ❛ ❞r♦♣ ✐s
❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡ ❛♥❞ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡
❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡✳ ❚❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② ❡①t❡r♥❛❧ ❢♦r❝❡s ✭❡✳ ❣✳ ❣r❛✈✐t②✱
✢♦✇ ❢♦r❝❡s ✐♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✮✱ ♦r ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡s ❝❛✉s❡❞ ❜② ❣r♦✇t❤ ✭❧✐q✉✐❞ ✢✉① ✐♥t♦ t❤❡
❞r♦♣✮ ♦r s❤r✐♥❦❛❣❡ ✭♣❡♥❡tr❛t✐♦♥✱ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥✮✳ ❙✉❝❤ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❧❡❛❞ t♦ ✈❛r②✐♥❣ ❝♦♥✲
t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡✳ ■❢ ❛ ❞r♦♣ ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ❞✉❡ t♦ ❛ ✢♦✇ ✜❡❧❞✱ t✇♦ s♣❡❝✐✜❝
❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞✿ ❚❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❤✐ts
t❤❡ ❞r♦♣ ✐s ❝❛❧❧❡❞ t❤❡ r❡❝❡❞✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡✱ ✇❤✐❧❡ ✐ts ♦♣♣♦♥❡♥t ♦♥ t❤❡ ♦t❤❡r s✐❞❡ ✐s t❤❡
❛❞✈❛♥❝✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡s❡ t✇♦ ✐s t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❤②st❡r❡s✐s
∆θ = θa − θr✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❧✐q✉✐❞✲s♦❧✐❞ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥ ✭s❡❡ ❡✳❣✳ ❏♦❡❦❛r✲
◆✐❛s❛r ❬✷✵✶✵❪✮✳ ❋♦r ❛♥ ✐❞❡❛❧ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❤②st❡r❡s✐s ✐s ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ∆θ = 0✳
❆s ❧♦♥❣ ❛s t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✐s θr ≤ θ ≤ θa✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡ ✐s ♣✐♥♥❡❞✱ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣
❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❛❧♦♥❣ ✐ts ❝♦✉rs❡✳ ❊①❝❡❡❞✐♥❣ t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ st❛❜❧❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❧❡❛❞s t♦ ❛
❞✐s♣❧❛❝❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡✳
❋♦r ♥♦♥✲✐❞❡❛❧ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s✱ t✇♦ ✇❡tt✐♥❣ r❡❣✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧✐q✉✐❞
♣❤❛s❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❍♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❡tt✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✜❧❧s t❤❡ s♣❛❝❡s
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❡❧❡✈❛t❡❞ ♣❛rts ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡✱ ♦r ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇❡tt✐♥❣✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✸✿ ❈♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❢♦r ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝✱ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ❛♥❞ s✉♣❡r❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s
✶✽ ✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s
❋✐❣✉r❡ ✷✳✹✿ ❲❡tt✐♥❣ r❡❣✐♠❡s ♦♥ r♦✉❣❤ s✉r❢❛❝❡s✿ ❛✮ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✭❲❡♥③❡❧ ♠♦❞❡❧✮✱ ❜✮ ❤❡t❡r♦❣❡✲
♥❡♦✉s ✭❈❛ss✐❡✲❇❛①t❡r ♠♦❞❡❧✮
♣❤❛s❡ ✜❧❧s t❤❡s❡ ✈♦✐❞s ❛♥❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✬s s✉r❢❛❝❡ s✐ts ♦♥ t♦♣ ♦❢ t❤❡ r♦✉❣❤ str✉❝t✉r❡✳ ❋♦r t❤❡
❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ✇❡tt✐♥❣ r❡❣✐♠❡✱ t❤❡ ❲❡♥③❡❧ ♠♦❞❡❧ ✭❲❡♥③❡❧ ❬✶✾✸✻❪✮ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❛♣♣❧✐❡❞✱ ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❈❛ss✐❡✲❇❛①t❡r ♠♦❞❡❧ ✭❈❛ss✐❡ ❛♥❞ ❇❛①t❡r ❬✶✾✹✹❪✮ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ✇❡tt✐♥❣
r❡❣✐♠❡✳ ■♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥
t❤❡ ❞r♦♣ r❛❞✐✉s✱ r♦✉❣❤♥❡ss r❛t✐♦ ❛♥❞ ✇❡t s✉r❢❛❝❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✳ ❚❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧s ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡
❛♣♣❧✐❡❞ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r♦♣ s✐③❡ ✐s ❧❛r❣❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❝❛❧❡ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss✳ ❙✐♥❝❡
✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞r♦♣ r❛❞✐✐ t♦ ❜❡ ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ s❝❛❧❡ ❛s t❤❡ ♣♦r❡ r❛❞✐✐ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s
✇♦r❦✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ✉s❡ ❡✐t❤❡r ♦❢ t❤❡s❡ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞r♦♣s ♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠✳
❚♦ ❝❧♦s❡ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❧✐st ♦❢ ❛❧❧ r❡❧❡✈❛♥t ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s t♦❣❡t❤❡r ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡✐r ✈❛❧✉❡s ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳
✷✳✶ ❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ✶✾








+ ϱwg (T, p) ✐❞❡❛❧ ❣❛s✱





axal ) ❈❧❛ss ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪








Dl = 2.01 · 10−9 T273.15+25 ❘❡✐❞ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✼❪










g(T − 273.15) ❑❛②s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪
hwα = h
w
α(pα, T ) ❈♦♦♣❡r ❛♥❞ ❉♦♦❧❡② ❬✷✵✵✼❪














g(T, pg) ❍♦❧❧✐s ❬✶✾✾✻❪
cwα = c
w
α(T, pα) ❈♦♦♣❡r ❛♥❞ ❉♦♦❧❡② ❬✷✵✵✼❪
❙♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣② uα = hα − pαϱα








P❡tr♦✈❛ ❛♥❞ ❉♦♦❧❡② ❬✷✵✶✹❪
❚❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t② λg = λ
a
g = 0.0255535 ▲✐♥str♦♠ ❛♥❞ ▼❛❧❧❛r❞ ❬✷✵✶✽❪
λl = λ
w
l (T, pl) ❉❛✉❝✐❦ ❛♥❞ ❉♦♦❧❡② ❬✷✵✶✶❪




❚❛❜❧❡ ✷✳✶✿ ❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✉s❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦
✷✵ ✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s
✷✳✷ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧
s❝❛❧❡s✳ ❋❧♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✐s ❝❤❛r❛❝t❡r✐③❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦r❡ str✉❝t✉r❡ ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠❛tr✐①✳
■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦r❡ s✐③❡s ❛♥❞ s❤❛♣❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡✐r ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t✐✈✐t② ✐♥✢✉❡♥❝❡
t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s✳ ■❢ t❤❡ ♣♦r❡ ♥❡t✇♦r❦✬s ❣❡♦♠❡tr② ✐s ❦♥♦✇♥✱ ❛ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡
♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✳ ❖♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦r❡s ❛r❡ r❡s♦❧✈❡❞
❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❖♥❡ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r s✉❝❤
♠♦❞❡❧s ❛r❡ ♣♦r❡✲♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ✐❢ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛♥❞ s♠❛❧❧✲s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ t♦ ❜❡ ❡①❛♠✐♥❡❞✱ ❛s ❡✳ ❣✳ ❞♦♥❡ ❜② ❏♦❡❦❛r✲◆✐❛s❛r
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✵❪✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ❤✐❣❤ r❡s♦❧✉t✐♦♥s ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤
❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ❢♦r ❧❛r❣❡r ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥s✳
■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✈♦❧✉♠❡s
✭❘❊❱✮ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❘❊❱✲ ♦r ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❆♥ ❘❊❱ ♠✉st ❜❡ ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤ t♦
s♠♦♦t❤❡♥ ♦✉t ✢✉❝t✉❛t✐♥❣ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ❜✉t s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❛❧❧♦✇ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥ ♦❢
❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❧❡♥s❡s ♦r s♣❛t✐❛❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ ♣♦r♦s✐t②✱ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✳ ❚❤❡ ❡✛❡❝ts ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ t❤❡♥ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♦✈❡r
s✉❝❤ ❛ ✈♦❧✉♠❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ✈♦❧✉♠❡✲r❡❧❛t❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s s✉❝❤ ❛s ♣♦r♦s✐t② ❛♥❞ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❲✐t❤
t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡
❘❊❱✲s❝❛❧❡✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❡✛❡❝t✐✈❡ ♠❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤ ❛s ♣♦r♦s✐t② ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝
♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤
❉❛r❝②✬s ❧❛✇ ❢♦r ❧♦✇ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs ❛♥❞ ❋♦r❝❤❤❡✐♠❡r✬s ❧❛✇ ❢♦r ❤✐❣❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs
✭❇❡❛r ❬✷✵✶✸❪✮✳ ■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ ♠❛❝r♦✲ ♦r ❘❊❱✲s❝❛❧❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ❝♦♠♣❡♥s❛t❡ ❢♦r t❤❡ ❧♦ss
♦❢ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❧♦✇ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✳
P♦r♦s✐t②






■t ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ s❡❡♣❛❣❡ ✈❡❧♦❝✐t② vs ✐♥ t❤❡ ♣♦r❡s ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ t♦ t❤❡
❘❊❱✲s❝❛❧❡ ❉❛r❝② ✈❡❧♦❝✐t② ✈✐❛ vD = Φvs✳
✷✳✷ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✷✶
❋✐❣✉r❡ ✷✳✺✿ ❉❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐③❡ ♦❢ ❛ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡ ❡❧❡♠❡♥t❛r② ✈♦❧✉♠❡ ✭❘❊❱✮ ✭❛❞❛♣t❡❞ ❢r♦♠
❍❡❧♠✐❣ ❬✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❇❛❜❡r ❬✷✵✶✹❪✮
■♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②
❋❧♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✐s ✐♠♣❡❞❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✢♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧s
❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✐♥s ♦r ✜❜❡rs✳ ❖♥ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡✱ t❤✐s ✐♠♣❛✐r♠❡♥t ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❑✳ ■ts ✈❛❧✉❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②
❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ♠✐❣❤t ✈❛r② ✐♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥s✳ ❋♦r
✐s♦tr♦♣✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✱ ✐t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❛ s❝❛❧❛r q✉❛♥t✐t② K✳ ❚❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ✢♦✇
✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳
❙❛t✉r❛t✐♦♥










❖♥ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ r❛❞✐✐ ♦❢ t❤❡
❝✉r✈❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ❛r❡ ✉♥❦♥♦✇♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ pc ✐s ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❡❞ ❛s
✷✷ ✷ ❋✉♥❞❛♠❡♥t❛❧s
❛ ❢✉♥❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛s pc(Sw) ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡
r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ❚✇♦ ❝♦♠♠♦♥❧② ✉s❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡ ❇r♦♦❦s✲❈♦r❡② ✭❇r♦♦❦s ❛♥❞
❈♦r❡② ❬✶✾✻✹❪✮ ❛♥❞ t❤❡ ✈❛♥ ●❡♥✉❝❤t❡♥ ✭✈❛♥ ●❡♥✉❝❤t❡♥ ❬✶✾✽✵❪✮ ♠♦❞❡❧s✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ ❛ r❡❣✉❧❛r✐③❡❞ ✈❛♥ ●❡♥✉❝❤t❡♥ ♠♦❞❡❧ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❡ st❡❡♣ ❣r❛❞✐❡♥ts ❢♦r
✈❡r② ❧♦✇ ❛♥❞ ✈❡r② ❤✐❣❤ s❛t✉r❛t✐♦♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ❞❡✜♥❡❞
♦♥ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ♣r❡ss✉r❡s
pc = pn − pw . ✭✷✳✶✺✮
❚r❛♥s❢❡rr✐♥❣ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ t♦ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✐s ♥♦t str❛✐❣❤t
❢♦r✇❛r❞✱ ❛s ♣♦✐♥t❡❞ ♦✉t ❜② ❍❛ss❛♥✐③❛❞❡❤ ❛♥❞ ●r❛② ❬✶✾✾✸❪✳ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ✐s ❛❝t✉❛❧❧②
♦♥❧② ✈❛❧✐❞ ♦♥ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s✱ ❜✉t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥
❛ ✈♦❧✉♠❡tr✐❝ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❍❛ss❛♥✐③❛❞❡❤ ❛♥❞ ●r❛② ❬✶✾✾✸❪ st❛t❡ t❤❛t ❜② tr❛♥s❢❡r✲
r✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ❞✐r❡❝t❧② t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✺✮✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ ✐♠♠✐s❝✐❜✐❧✐t②✱ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥✱ ✢✉✐❞✲✢✉✐❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s✱ ✈✐s❝♦s✐t②✱ ✇❡tt❛❜✐❧✐t②✱ ❣r❛✐♥ s✐③❡s✱
❤❡t❡r♦❣❡♥❡✐t✐❡s✱ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❛r❡ ♥♦t t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡✱ t❤❡② ♣r❡s❡♥t ❛ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡✳
❚❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❧✐q✉✐❞✲❣❛s ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ s❛t✉r❛t❡❞
✈❛♣♦r ♣r❡ss✉r❡✳ ❆❜♦✈❡ ❝✉r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡s✱ t❤❡ ✈❛♣♦r ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ❛❜♦✈❡ ❛ ✢❛t












❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✐s ♦♥❧② r❡❧❡✈❛♥t ❢♦r ❤✐❣❤ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡s ♦r ❧♦✇ s❛t✉r❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✇❡tt✐♥❣
♣❤❛s❡✳
❘❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②
◆♦t ♦♥❧② t❤❡ s♦❧✐❞ ♠❛tr✐①✱ ❜✉t ❛❧s♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥♦t❤❡r ✢✉✐❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ✢♦✇
✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ■♥ ♣♦r❡s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ t✇♦ ✢✉✐❞s✱ t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ♣❤❛s❡ st✐❝❦s
t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ ✇❛❧❧s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ♥♦♥✇❡tt✐♥❣ ♣❤❛s❡ ✢♦✇s ✐♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ ❛ ♣♦r❡✳ ❚❤✐s ❡✛❡❝t
✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② kr✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦
t❤❡ pc − Sw ♠♦❞❡❧s✱ ❇r♦♦❦s ❛♥❞ ❈♦r❡② ❬✶✾✻✹❪ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✈❛♥ ●❡♥✉❝❤t❡♥ ❬✶✾✽✵❪ ♣r❡s❡♥t
❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❢♦r t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t✐❡s krw(Sw) ❛♥❞ krn(Sw)✳
✷✳✷ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✷✸
❙✉♠♠❛r②
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r♦✈✐❞❡s t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r ❢r❡❡ ✢♦✇
❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❘❡❧❡✈❛♥t ✢✉✐❞ ❛♥❞ ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❆❞✲
❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ❛ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s t♦ ♠♦❞❡❧ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ♦♥
❛ ❧❛r❣❡r s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳

✸ ❋r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐❛
❈♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❛♥❞ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❞❡s❝r✐❜❡ ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ✇✐t❤ t❤❡
❤❡❧♣ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✭P❉❊s✮ ❛♥❞ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② ❝❧♦s✐♥❣ r❡❧❛t✐♦♥s✳ ❉✉❡
t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ t❤❡ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❢♦r ♣♦r❡✲s❝❛❧❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✱ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❊❱✲ ♦r ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢
t❤✐s ✇♦r❦✳ ❋♦r ❢r❡❡✲✢♦✇ s❝❡♥❛r✐♦s✱ t❤❡ s❛♠❡ P❉❊s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s
♦♥ t❤❡ ♠✐❝r♦✲s❝❛❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✳ ■♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ♠♦❞❡❧ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞
s②st❡♠ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ♠✉❧t✐✲❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t
❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝s ♦❢ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t✇♦ s❡♣❛r❛t❡ s❡ts ♦❢ P❉❊s
❛r❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳
❲❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✢✉✐❞s t♦ ❜❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡✈❡r②✲
✇❤❡r❡✳ ❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ tr❡❛t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶ ❢♦r
❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✷ ❢♦r ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✸✳✶ ❋r❡❡ ✢♦✇
❋r❡❡ ✢♦✇ ✐s t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❛ ✢✉✐❞ t❤r♦✉❣❤ ❛♥ ♦♣❡♥ s♣❛❝❡✱ ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥
♦❢ ♣❡r♠❡❛❜❧❡ ♦r ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ✇❛❧❧s ♦r ❛ ❢r❡❡ s✉r❢❛❝❡✳ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ♦❜st❛❝❧❡s ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✜❡❧❞s✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s
❞❡♥s✐t② ❛♥❞ ✈✐s❝♦s✐t②✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞✱ ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ❞✉❡ t♦ ❝♦♥✈❡❝t✐♦♥✱ ❞✐✛✉s✐♦♥
❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐♦♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ❆❝r♦ss ✢✉✐❞✲s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s✱ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❤❡❛t tr❛♥s❢❡r ❝❛♥
❤❛♣♣❡♥✳
✷✻ ✸ ❋r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❣✐✈❡ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♣♣❧✐❡❞ ✐♥ t❤✐s
✇♦r❦ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✶✮✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s
✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✷✮ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳✸✮✳
✸✳✶✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s
❲❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❣❛s❡♦✉s s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❛t❡r ✈❛♣♦r
❛♥❞ ❛✐r✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♠✐① ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❜✐♥❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜②
❋✐❝❦✬s ✜rst ❧❛✇ ♦❢ ❞✐✛✉s✐♦♥✳ ❚❤❡ ❣❛s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛✐♥❧② ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛✐r✱ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛
❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✐❞❡❛❧ ❣❛s✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✸✳✶✳✷ ❇❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❚❤❡ ❢✉♥❞❛♠❡♥t❛❧ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧✱ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛r❡
◆❡✇t♦♥✬s s❡❝♦♥❞ ❧❛✇✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛ss✱ ❛♥❞ t❤❡ ✜rst ❧❛✇ ♦❢
t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳
❚❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ◆❡✇t♦♥✬s s❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ♦❢ ♠♦t✐♦♥ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠♦♠❡♥t✉♠✿
∂(ϱg✈g)
∂t




−∇pg + ϱg❣ . ✭✸✳✶✮
❚❤❡ ✜rst t✇♦ t❡r♠s r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ t♦t❛❧ ❞❡r✐✈❛t✐✈❡ D(ϱg✈g)
Dt
✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛t
❛ ✜①❡❞ ♣♦✐♥t ✐♥ t✐♠❡ ✭st♦r❛❣❡ t❡r♠✮ ❛♥❞ t❤❡ ❝❤❛♥❣❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✢✉✐❞✬s ♠♦t✐♦♥ ✭❝♦♥✈❡❝t✐✈❡
✢✉① t❡r♠✮✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❢♦r❝❡✱ ✇❤✐❝❤ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ❢r✐❝t✐♦♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢✉✐❞ ♠♦❧❡❝✉❧❡s✳ ❚❤❡ ❧❛st t✇♦ t❡r♠s ❛r❡ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳
❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ♠❛ss ✐s ❡♥s✉r❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥
∂ϱg
∂t
+∇ · (ϱg✈g) = q , ✭✸✳✷✮
✇✐t❤ ❛ st♦r❛❣❡ t❡r♠✱ ❛ ✢✉① t❡r♠ ❛♥❞ ❛ s✐♥❦ ♦r s♦✉r❝❡ t❡r♠ q✳











= qκ . ✭✸✳✸✮
✸✳✶ ❋r❡❡ ✢♦✇ ✷✼
❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ✢✉① t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐✈❡ tr❛♥s♣♦rt ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✢✉① ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥ ❣r❛❞✐❡♥t✳ ❙✐♥❝❡ Xwg +X
a
g = 1✱ s✉♠♠✐♥❣
✉♣ ❜♦t❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡s ②✐❡❧❞s t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ✭✸✳✷✮✳




+∇ · (ϱg✈ghg − λg∇T ) = qT . ✭✸✳✹✮
❍❡r❡✱ t❤❡ ✢✉① t❡r♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡ ❤❡❛t tr❛♥s♣♦rt ❛❧♦♥❣ ✇✐t❤ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞
❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ❤❡❛t ✢✉① ❛❧♦♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇T ✳
❚❤✐s s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ s❡✈❡♥ ♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s✿ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ pg✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✈g = (vgx, vgy, vgz)
T ✱ t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r Xwg ✱ t❤❡





♦♥❧② ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥s r❡♠❛✐♥s ❛ ♣r✐♠❛r② ✉♥❦♥♦✇♥ ❛♥❞ ✐t ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ s♦❧✈❡
t✇♦ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ t✇♦
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✸✮✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡
s❡❝♦♥❞❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳
✸✳✶✳✸ ❇♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs
❉❡✜♥✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐s ❛ ❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣ t❛s❦ ✐♥ ❜♦t❤ ❡①♣❡r✐✲
♠❡♥ts ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ ✇❛② s✉❝❤ t❤❛t
t❤❡② r❡s❡♠❜❧❡ t❤❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❡s✐r❡❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊①❝❡♣t ❢♦r ✐♥❧❡t✴♦✉t❧❡t s❝❡♥❛r✐♦s✱
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s s❤♦✉❧❞ ✉s✉❛❧❧② ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ✢♦✇ ❜❡❤❛✈✐♦r ✇✐t❤✐♥ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❞♦♠❛✐♥✱
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝❤♦s❡♥ ❝❛r❡❢✉❧❧②✳
■♥ ❢r❡❡✲✢♦✇ s❝❡♥❛r✐♦s✱ s♦❧✐❞ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❤❛✈❡ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t ✐♠♣❛❝t ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ✜❡❧❞✳ ◆❡❛r❜②
♣❡r♠❡❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐♠♣❡r♠❡❛❜❧❡ ✇❛❧❧s✱ ❢r✐❝t✐♦♥❛❧ str❡ss r❡❞✉❝❡s t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦
❤✐❣❤ s❤❡❛r ❢♦r❝❡s ❝❧♦s❡ t♦ t❤❡ ✇❛❧❧ ❡✈❡♥ ❢♦r ✢✉✐❞s ✇✐t❤ ❧♦✇ ✈✐s❝♦s✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
❛r❡❛s ♦❢ s❧♦✇❡r ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤❡♦r②✳ ■♥ t✉r❜✉❧❡♥t
✢♦✇s✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ t❤✐♥ ❧❛♠✐♥❛r ✈✐s❝♦✉s s✉❜❧❛②❡r ♥❡①t t♦ t❤❡ ✇❛❧❧✱
❛♥❞ ❛ t✉r❜✉❧❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✉❜❧❛②❡r ❛♥❞ t❤❡ ♦✉t❡r ✢♦✇ ✜❡❧❞✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥
❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r t❤❡♦r② ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ✐♥ t❡①t❜♦♦❦s s✉❝❤ ❛s ❙❝❤❧✐❝❤t✐♥❣ ❛♥❞ ●❡rst❡♥ ❬✷✵✵✻❪
♦r ❇✐r❞ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪✳
✷✽ ✸ ❋r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
❇♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs ❞♦ ♥♦t ♦♥❧② ❢♦r♠ ♦♥ str❛✐❣❤t s✉r❢❛❝❡s✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❛❧♦♥❣ ✇❛✈② s✉r❢❛❝❡s ♦r
❛r♦✉♥❞ ♦❜st❛❝❧❡s✳ ■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s✱ t❤❡
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ♣❡r♠❡❛❜❧❡ ✇❛❧❧✳ ❖♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✱ ❣❛s✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡s✱ ❧✐q✉✐❞✲
✜❧❧❡❞ ♣♦r❡s ❛♥❞ s♦❧✐❞ ♠❛tt❡r ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t②
♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ❞r♦♣s ♦♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s s✉r❢❛❝❡ ♠✐❣❤t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❛s ♦❜st❛❝❧❡s✳ ❚❤❡✐r ✐♠♣❛❝t ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡✐r s✐③❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❝❤❛♥♥❡❧
❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡rs✱ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t
s❝❡♥❛r✐♦s ♦❝❝✉r✿ ❉r♦♣s ✇✐t❤ ❤❡✐❣❤ts s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞r♦♣s t❤❛t
❛r❡ ❧❛r❣❡r ❛♥❞ ✐♥tr✉❞❡ t❤❡ ♦✉t❡r ✢♦✇ ✜❡❧❞✳ ■♥ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❞r♦♣s ❞✐st✉r❜ t❤❡ ♦✉t❡r
✢♦✇ ✜❡❧❞ ❛♥❞ ♣❛rt❧② ❜❧♦❝❦ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❧❛②❡r ✢♦✇✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ t✉r❜✉❧❡♥❝❡s✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❛ ✇❛❧❧ ♦♥ ❛ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐s ❡①♣r❡ss❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡
r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❜❡t✇❡❡♥ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ✇❛❧❧✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❡t ❛t t❤❡
❜♦✉♥❞❛r② ✐♥ ❝❛s❡ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♥♦t ③❡r♦✳ ■❢ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❞❡❝r❡❛s❡s t♦
✈g = 0 ❛t t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❞✉❡ t♦ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts✱ ❛ ♥♦✲s❧✐♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞✳ ■♥
t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♥♦✲s❧✐♣ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ ❛t s♦❧✐❞ ✇❛❧❧s✱ ✇❤✐❧❡ s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❛r❡ s❡t ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❉❡t❛✐❧s ❢♦r t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳
✸✳✷ ❋❧♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
❋❧♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ✢✉✐❞ t❤r♦✉❣❤ ♣♦r♦✉s ♠❛t❡r✐❛❧s✱ ✇❤✐❝❤
❝♦♥s✐st ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ♠❛tr✐① ❛♥❞ ✈♦✐❞ s♣❛❝❡s✳ ❚❤❡s❡ ✈♦✐❞ s♣❛❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ♦r ✐s♦❧❛t❡❞✱
❛♥❞ ❛r❡ ❡✐t❤❡r ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞ ♦r ❣❛s✳ ❖♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✱ ❡❛❝❤ ♣♦r❡ ❝❛♥ ❜❡ s❡❡♥ ❛s ❛ ❢r❡❡✲
✢♦✇ ❝❤❛♥♥❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ❣♦✈❡r♥❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❧❛✇s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ✢♦✇
❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝❛❧❧s ❢♦r ❛ ❞✐✛❡r❡♥t tr❡❛t♠❡♥t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✢♦✇
✐s ❤✐♥❞❡r❡❞ ❜② t❤❡ ✇✐♥❞✐♥❣ ♣❛t❤✇❛②s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠❛tr✐①✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ ❛♥
❘❊❱✲s❝❛❧❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
♣♦r❡s ❛♥❞ str✉❝t✉r❡s ❛r❡ ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞✳ ❉❡✜♥✐t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳ ▼♦r❡ ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡
✇♦r❦s ♦❢ ❍❡❧♠✐❣ ❬✶✾✾✼❪ ❛♥❞ ❇❡❛r ❬✷✵✶✸❪✳
✸✳✷ ❋❧♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✷✾
✸✳✷✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s
❚❤❡ s♦❧✐❞ ♠❛tr✐① ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ r✐❣✐❞✱ ♥♦♥❞❡❢♦r♠❛❜❧❡ ❛♥❞ ✐s♦tr♦♣✐❝✳ ■t ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤
❛ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❛ ❣❛s ♣❤❛s❡✱ ❡❛❝❤ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❛t❡r ❛♥❞ ❛✐r ✇❤✐❝❤
♠✐① ✈✐❛ ❜✐♥❛r② ❞✐✛✉s✐♦♥ ✭❋✐❝❦✬s ❧❛✇✮✳ ❚❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✐s ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✐s
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❜♦t❤ ✢✉✐❞s s❤♦✇ ❛ ❧✐♥❡❛r r❡❧❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✈✐s❝♦s✐t② ❛♥❞
s❤❡❛r str❡ss✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❛ ◆❡✇t♦♥✐❛♥ ✢✉✐❞✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱
❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❛❧❧ ♣❤❛s❡s ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❲✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✇❡t✲
t❛❜✐❧✐t②✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s t❤❛t ❣❛s ✐s t❤❡ ✇❡tt✐♥❣
♣❤❛s❡✳
✸✳✷✳✷ ❇❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❋❧♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ❝❛♥ ❜❡ q✉❛♥t✐✜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ t♦t❛❧ ❛♥❞ ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♠❛ss ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ✜rst ❧❛✇ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡
❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❡✐t❤❡r ❋♦r❝❤❤❡✐♠❡r✬s ♦r ❉❛r❝②✬s ❧❛✇✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳













❋♦r ❝r❡❡♣✐♥❣ ✢♦✇s ✇✐t❤ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡rs s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ♦♥❡✱ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r t❡r♠ ❝❛♥ ❜❡







❙✐♥❝❡ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❝r❡❡♣✐♥❣ ✢♦✇s ✭❘❡ < 1✮✱ ✇❡ ✉s❡ ❉❛r❝②✬s ❧❛✇✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞




(∇pα − ϱg❣) . ✭✸✳✼✮
















✸✵ ✸ ❋r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
❚❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♦♥❧② ❛ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✢✉✐❞s ✐s
❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ❜② ♠✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ st♦r❛❣❡ t❡r♠ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② Φ✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡
t✇♦ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ Sα ✐♥ t❤❡ st♦r❛❣❡ t❡r♠✳ ❲✐t❤
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♣❧✉❣❣❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ t♦ ❝♦♠♣✉t❡
t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐✈❡ ✢✉①❡s✳





















❚❤❡ ✜rst t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st♦r❛❣❡✱ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ ✢✉① ❜② ❛❞✈❡❝t✐♦♥
❛♥❞ ❞✐✛✉s✐♦♥✱ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ✐s ❛ s✐♥❦✴s♦✉r❝❡ t❡r♠✳
❋♦r ❛ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❡♥❡r❣② ❤❛s t♦ ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣
❛♥ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡
t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ ❧♦❝❛❧❧② ❛❝r♦ss t❤❡ ♣❤❛s❡













(ϱαhα✈α − λ♣♠∇T )
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= qT . ✭✸✳✶✵✮
❍❡r❡✱ t❤❡ ✜rst t❡r♠ ❞❡s❝r✐❜❡s t❤❡ st♦r❛❣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✢✉✐❞s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ s❡❝♦♥❞ t❡r♠ r❡♣✲
r❡s❡♥ts t❤❡ ❤❡❛t st♦r❛❣❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠❛tr✐①✳ ❚❤❡ ✢✉① t❡r♠ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ❝♦♥✈❡❝t✐✈❡
❛♥❞ ❛ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ♣❛rt✳
✸✳✷✳✸ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s
❚❤❡ s②st❡♠ ♦❢ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t♦t❛❧ ♠❛ss✱ ✇❛t❡r ♠❛ss✱ ❛✐r ♠❛ss ❛♥❞








l ✱ hl✱ hg✱ ug✱ ul ❛♥❞ T ✳ ❲❡
❝❤♦♦s❡ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✉♥❦♥♦✇♥s t♦ ❜❡ pg✱ Sl ❛♥❞ T ✱ ✐❢ ❜♦t❤ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ ■❢ t❤❡
❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❞✐s❛♣♣❡❛rs✱ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ Sl s✇✐t❝❤❡s t♦ X
w
g ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❈❧❛ss
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪✳
❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ pg ❛♥❞ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ Sl ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛ss
❜❛❧❛♥❝❡s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✾✳ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ❡♥❡r❣② ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✶✵✮ ②✐❡❧❞s t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
✸✳✷ ❋❧♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✸✶
T ✳ ❚❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛r❡ t❤❡r❡❢♦r❡ s❡❝♦♥❞❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ s✉♣♣❧❡♠❡♥t❛r② r❡❧❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥st✐t✉t✐✈❡ r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①✲
♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✷✳✷✳
❚❤❡ ♣❤❛s❡ ♣r❡ss✉r❡s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✈✐❛ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ pc = pn − pw✱
✇❤❡r❡ n ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♥♦♥✇❡tt✐♥❣ ❛♥❞ w t♦ t❤❡ ✇❡tt✐♥❣ ♣❤❛s❡✳ ❚❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r②
♣r❡ss✉r❡ ✐ts❡❧❢ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ Sw ✈✐❛ t❤❡ pc − Sw r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣✳ ■♥ t❤❡
s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❜② ✈❛♥ ●❡♥✉❝❤t❡♥ ❬✶✾✽✵❪ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ pc − Sw ❛s ✇❡❧❧ ❛s
t❤❡ kr − Sw r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s✳
❚❤❡ ❣❛s✲♣❤❛s❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ Sg ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥ Sg + Sl = 1✳
❚❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥s Xκα ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ ❉❛❧t♦♥✬s ❛♥❞ ❍❡♥r②✬s ❧❛✇✳
❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣✐❡s hα ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✐♥t❡r♥❛❧ ❡♥❡r❣✐❡s uα ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤
t❤❡ r❡❧❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✷✳✶✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇✱ t❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✈α ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s ❛ s❡❝♦♥❞❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ ✇✐t❤ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✸✳✼✮✳
❙✉♠♠❛r②
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐♥tr♦❞✉❝❡s t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✳ ❲❡ ✉s❡ t❤❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❉❛r❝②✬s ❧❛✇ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡
♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳

✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s
▼♦❞❡❧✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ ✢♦✇ ✐♥ ❛
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ r❡q✉✐r❡s ❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ ✐s s♠❛❧❧
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s✱ ✐ts str✉❝t✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♣♦r❡✲
s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s str♦♥❣❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ t✇♦ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❝❛♥ ♦❢t❡♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❊❱✲
s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ✈♦❧✉♠❡✲❛✈❡r❛❣❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛s ✇❡❧❧✱ ❜✉t
st✐❧❧ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ ♥❡❣❧❡❝ts t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞r♦♣s ✐s ✐♥✲
tr♦❞✉❝❡❞✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ▼♦st❤❛❢ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ❛ss✉♠❡s ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❞❡✈♦✐❞ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ♠❡❛♥s ✐t ❝❛♥♥♦t st♦r❡ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ♦r
❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✱
✐✳ ❡✳ t❤❡② ❤❛✈❡ t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❲❡ ✜rst ♣r♦✈✐❞❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ✢✉①❡s ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡s ❛t
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶✳ ❚❤❡
❢✉❧❧ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❞❡t❛✐❧ ❜② ▼♦st❤❛❢ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ✇✐❧❧ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡ ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ t♦ s♦❧✈❡ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸
❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳
✹✳✶ P♦r❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s
❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐sts ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ♣❛r❛❧❧❡❧ ♣♦r❡s ♥❡①t t♦ ❡❛❝❤
♦t❤❡r✳ ❚❤❡ ♣♦r❡s ❝❛♥ ❤❛✈❡ ❞✐✛❡r❡♥t r❛❞✐✐ ❜✉t ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❧❡♥❣t❤ δ✳
✸✹ ✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✿ ❈♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ✢✉①❡s ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✐♥ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦r❡
❊❛❝❤ ♣♦r❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦r❡ s♣❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❜❡❧♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ t❤❡
❢r❡❡ ✢♦✇ ❛❜♦✈❡✳ ❆ s✐♠✐❧❛r ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ✐s ❛❧s♦ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❇❛❜❡r ❬✷✵✶✹❪✳
❲❡ ✜rst ❝♦♥s✐❞❡r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦r❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✶✳ ❚❤❡ ♣♦r❡ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❣❛s
r❡s❡r✈♦✐r ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❜❡❧♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❛ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛❜♦✈❡✳ ■❢ t❤❡
♣r❡ss✉r❡s p✛g ❛♥❞ p
♣♠
g ❞✐✛❡r✱ ❛ ❣❛s ✢✉① t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦r❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ r❡❣✐♦♥ ✇✐t❤ ❧♦✇❡r
♣r❡ss✉r❡ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ ❛♥❞ ❛♥ ✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡







✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡
∆p♣♦r❡g = p
♣♦r❡✱t♦♣
g − p♣♦r❡✱❜♦tt♦♠g . ✭✹✳✷✮
❚❤❡ ❣❛s❡♦✉s ♠❛ss ✢✉① ❝♦♠✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ r❡❛❝❤✐♥❣ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢
t❤❡ ♣♦r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s
q♣♠ = [(ϱg✈g) · ♥]♣♠AΓ . ✭✹✳✸✮
❉✉❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ✢✉①❡s✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛ss ✢✉① ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦r❡
q♣♠ = q♣♦r❡ = ϱgv
♣♦r❡
g A♣♦r❡, ✭✹✳✹✮
✇❤✐❝❤ t❤❡♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♠❛ss ✢✉① ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡
q♣♠ = q♣♦r❡ = q✛ = [(ϱg✈g) · ♥]✛AΓ . ✭✹✳✺✮
✹✳✶ P♦r❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✸✺
❚❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛ss ✢✉①❡s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡ ❝❛♥ t❤❡♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s
[(ϱg✈g) · ♥]♣♠ = [(ϱg✈g) · ♥]✛ . ✭✹✳✻✮
❋♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡s ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ♦♥ ❜♦t❤ ♣♦r❡ ❡♥❞s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦r❡✱ t❤❡








❉✉❡ t♦ t❤❡ ♠♦t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✢✉✐❞ ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ s✐❞❡✱ ✈✐s❝♦✉s ❡✛❡❝ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ❤❡r❡ ❛s ✇❡❧❧✳ ❆t t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡✱ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r❡ss✉r❡ pt♦♣g ❝♦✉♥t❡rs
t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❢♦r❝❡s✿
[♥ · ((ϱg✈g✈Tg + pg■− µg(∇✈g +∇✈Tg ))♥)]✛ = [pt♦♣g ]♣♦r❡ . ✭✹✳✽✮






■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡






❲✐t❤ t❤❡s❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇
❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s







❚❤❡ ♣♦r❡ ✈❡❧♦❝✐t② v♣♦r❡g ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆p
♣♦r❡
g r❡s✉❧ts ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢





✸✻ ✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s
■♥ s✉♠♠❛r②✱ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✶✮ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛ss ✢✉①❡s ❛♥❞ t❤❡
❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ♦♥ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡✲
s❝❛❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦r❡ ✐❢ ♦♥❧② t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✳
❋♦r ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s✱ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❢r♦♠ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦r❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s✉♠♠❡❞
✉♣✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❛ P♦✐s❡✉✐❧❧❡ ✢♦✇✱ ❝♦♥st❛♥t ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛❧♦♥❣ δ ❛♥❞ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ ❛❧❧ ♣♦r❡s ✐s ❡q✉❛❧✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✢✉①❡s ❞✐✛❡r✳













2 nr̄♣♦r❡ . ✭✹✳✶✸✮
❚♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♠❛ss ✢✉①❡s t♦ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡✱ t❤❡ ♣♦r❡ ✈❡❧♦❝✐t② v♣♦r❡g ✭✹✳✶✮ ✐s
♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② Φ✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② vg = Φv
♣♦r❡
g ✳ ❋♦r t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛ss ✢✉①❡s✱ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✻✮ r❡♠❛✐♥s ✈❛❧✐❞ s✐♥❝❡ q✛ = qt✉❜❡s = q♣♠✳











❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✻✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✶✮ r❡♠❛✐♥ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s ✇✐t❤ t❤❡
❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥s ✭✹✳✶✸✮ ❛♥❞ ✭✹✳✶✹✮✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡s
❛♥❞ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❛s ✇❡❧❧✳ ❋♦❧❧♦✇✐♥❣ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❜② ▼♦st❤❛❢ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❡✈❛♣♦r❛t❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛ss ✢✉①❡s ❝❛♥ ❞✐r❡❝t❧② ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s ❛ ❜❛❧❛♥❝❡
♦❢ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s✿
[(ϱg✈g + ϱl✈l) · ♥]♣♠ = [(ϱg✈g) · ♥]✛ . ✭✹✳✶✺✮
❋♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ pc ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ❛
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ✐t ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s pc = pl − pg✱ ✇❤✐❝❤ ❝❛♥ ❜❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s
pl − pc = pg✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❢♦r❝❡ (pl − pc)A♣♦r❡ = pgA♣♦r❡ ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
✹✳✷ ▼❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✸✼
















(p♣♦r❡✱t♦♣l − pc)A♣♦r❡ =
∑︂
❛❧❧
p♣♦r❡✱t♦♣g A♣♦r❡ . ✭✹✳✶✻✮
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❣✐✈❡♥ ❜②
▼♦st❤❛❢ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❛♥❞ ❇❛❜❡r ❬✷✵✶✹❪✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✹✳✷ ▼❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t
❖♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞
t♦ ❜❡ ❛ s❤❛r♣ ❜♦r❞❡r ✇❤✐❝❤ ❝❧❡❛r❧② s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ t✇♦ r❡❣✐♠❡s✳ ❆❝r♦ss t❤✐s s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱
❛ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ tr❡❛t❡❞
❛s ❛♥ ✐♥t❡r✐♦r ❜♦✉♥❞❛r② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡
❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳
❉❡✈❡❧♦♣✐♥❣ s✉❝❤ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣♦s❡s ❞✐✛❡r❡♥t ❝❤❛❧❧❡♥❣❡s✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ❛ ♣r✐♠❛r②
✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❜✉t ♥♦t ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❛ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥
♥❡❡❞s t♦ ❜❡ s❡t ♦♥❧② ❛t t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡
❛♣♣❡❛rs ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞✲♦r❞❡r t❡r♠ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❜✉t ✐s
♦♥❧② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t❡❞ ♦♥❝❡ ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❡q✉❛t✐♦♥✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ♣♦ss✐❜❧② ❧❛r❣❡
❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❛♥❞ t❡♠♣♦r❛❧
s❝❛❧❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❜r✐❞❣❡❞✳
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷ s❤♦✇s ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r s✉❝❤ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠s✳ ❚❤❡ ♠♦❞❡❧
❞♦♠❛✐♥ Ω ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ s✉❜✲❞♦♠❛✐♥s Ω✛ ❛♥❞ Ω♣♠✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
Γ s❡♣❛r❛t❡s t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s s✉❝❤ t❤❛t Ω̄ = Ω̄
✛ ∪ Ω̄♣♠✱ Ω✛ ∩ Ω♣♠ = ∅ ❛♥❞ Ω̄✛ ∩ Ω̄♣♠ = Γ✳
❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦✉t❡r ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ ❞❡♥♦t❡❞ ❛s Γ✛ ❛♥❞ Γ♣♠✳
❆s st❛t❡❞ ❜② ▼♦st❤❛❢ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥
♦❢ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥♥♦t
r✐❣♦r♦✉s❧② ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞✱ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ ❛♣♣❧② ❛ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛t ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦
✸✽ ✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✷✿ ❊①❡♠♣❧❛r② ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ Ω ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝✲
t♦rs ❢♦r Ω✛ ❛♥❞ Ω♣♠
♣❤❡♥♦♠❡♥♦❧♦❣✐❝❛❧ ❡①♣❧❛♥❛t✐♦♥s✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ ♠❛❦❡
✉♣ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✿ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❛♥❞ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
✹✳✷✳✶ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❋♦r ❧♦❝❛❧ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❢r♦♠ ❜♦t❤ s✐❞❡s ❤❛✈❡
t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦✉t ❛♥❞ t❤❡ ♠❛ss ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s✳ ❚❤❡ ❢♦r❝❡s
❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡❝♦♠♣♦s❡❞ ✐♥t♦ ❛ ♥♦r♠❛❧ ❛♥❞ ❛ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✳
❋r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ s✐❞❡✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✐♥❡rt✐❛❧ ❢♦r❝❡s (ϱg✈g✈
T




−pg■+ µg(∇✈g +∇✈❚g )
)︁
♥ . ✭✹✳✶✼✮
❛❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❋r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ s✐❞❡✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❢♦r❝❡s ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ✢♦✇
✜❡❧❞ ❛❝t ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❉❛r❝②
✈❡❧♦❝✐t② ✈♣♠α ✱ ♦♥❧② t❤❡ ♣❤❛s❡ ♣r❡ss✉r❡s ❜❛❧❛♥❝❡ ♦✉t t❤❡ ❢♦r❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ s✐❞❡✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ ▼♦st❤❛❢ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ t♦ ❜❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s pc = pl−pg✳ ❖♥
t♦♣ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡s✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ pc ✇♦r❦s ❛❣❛✐♥st t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ pl
✐♥s✐❞❡ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡s ✐s t❤❡♥ pl−pc = pg✱
✇❤✐❝❤ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛s✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡s✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡
pg ❛❝ts ♦♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ s✐❞❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡
✹✳✷ ▼❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✸✾













■♥ ♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❞✐✛❡r
s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s
❝❤❛❧❧❡♥❣✐♥❣✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✸✳✶✱ ❛ ♥♦✲s❧✐♣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝♦✉❧❞ ❜❡ s❡t ❢♦r
t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤✐s ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ✐♥ t❤❡
❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇✐t❤ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② v✛g,t = 0 ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳











= [−✈g · ti]♣♠ , ✭✹✳✶✾✮
✇❤❡r❡ ti ❛r❡ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ✈❡❝t♦rs ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ ❡❛❝❤ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ i ❛♥❞ ki =
(❑ti) · ti ✐s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❙❛✛♠❛♥ ❬✶✾✼✶❪ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ s♠❛❧❧ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s










= 0 . ✭✹✳✷✵✮
❚❤✐s ❡q✉❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ✢♦✇ ❛♥②♠♦r❡ ❛♥❞ ❝❛♥ t❤❡r❡❢♦r❡ ❜❡
✉s❡❞ ❛s ❛ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡ ❇❡❛✈❡rs✲❏♦s❡♣❤
❝♦❡✣❝✐❡♥t αBJ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳
❈♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ♠❛ss ✢✉①❡s
❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥♥♦t st♦r❡ ♠❛ss✱ t❤❡ ♠❛ss ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❤❛✈❡ t♦ s✉♠
✉♣ t♦ ③❡r♦✳ ■♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❡✈❛♣♦r❛t❡ ❞✐r❡❝t❧②
✐♥t♦ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇ ✇❤❡♥ ✐t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✿
[(ϱg✈g) · ♥]✛ = −[(ϱg✈g + ϱl✈l) · ♥]♣♠ . ✭✹✳✷✶✮
✹✵ ✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s
❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ t❤❡ ✈❛♣♦r✐③❛t✐♦♥ ✐s t❤❡♥ ❛❝❝♦✉♥t❡❞ ❢♦r ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❤❡❛t
✢✉①❡s✳
✹✳✷✳✷ ❚❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❚❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ♥♦r♠❛❧
❤❡❛t ✢✉①❡s ❛r❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❈♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱
❛❧❧ t❤r❡❡ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ✐♥ t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛♥❞ ❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ T ♣♠s =
T ♣♠g = T
♣♠
l = T
♣♠✳ ❋♦r t❤❡r♠❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ♦♥ ❜♦t❤
s✐❞❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❝❛♥♥♦t ❛❧✇❛②s ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
[T ]✛ ≈ [T ]♣♠ . ✭✹✳✷✷✮
❈♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❤❡❛t ✢✉①❡s
❚❤❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ♥♦r♠❛❧ ❤❡❛t ✢✉①❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s









❚❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ✈❛♣♦r✐③❛t✐♦♥ ❡♥t❤❛❧♣② ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ❝♦♥✲
✈❡❝t✐✈❡ ❤❡❛t ✢✉① ϱlhl✈l✳
✹✳✷✳✸ ❈❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❈❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s ❣✐✈❡♥ ✇❤❡♥ ❛❧❧ r❡❛❝t✐♦♥ r❛t❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧ ✐♥ t❤❡ t✇♦ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝✲
t✐♦♥s✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ ❛ s②st❡♠ ✐♥ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❞♦ ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛t✐♦♥s ❛r❡ ❝♦♥st❛♥t✳
✹✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✹✶
❈♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧
❖♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✱ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ r❡❢❡rs t♦ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦✲
t❡♥t✐❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠✱ t❤❡
❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧s ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❣✉❛r❛♥t❡❡❞ ♦♥ t❤❡
♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣r❡ss✉r❡ ❥✉♠♣ r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✹✳✶✽✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
▼♦st❤❛❢ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ✉s❡ ❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✐t ♠✐❣❤t ♥♦t
❛❧✇❛②s ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ ❝♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❛ ❥✉♠♣ ✐♥ t❤❡ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❲❡ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥s t♦ ♠❛t❝❤ t❤❡








❈♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛ss ✢✉①❡s














α✈α −D♣♠α ϱα∇Xκα) · ♥
]︄♣♠
. ✭✹✳✷✺✮
❆❣❛✐♥✱ ❞✐r❡❝t ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ❛t t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❖✉t
♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♠❛ss ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭✹✳✷✶✮ ❛♥❞ ✭✹✳✷✺✮✱ t✇♦ ❛r❡ s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡
t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ♠❛ss ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡
❡q✉❛t✐♦♥s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ✐♥ t❤❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳
❲✐t❤ ❛❧❧ ♦❢ t❤❡s❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❡ ❝❛♥ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢r❡❡ ✢♦✇
❛♥❞ ❛ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ♥❡①t st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✹✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❋♦r ❝❡rt❛✐♥ s✐♠♣❧❡ s❡t✲✉♣s✱ ❛♥❛❧②t✐❝ s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st ❢♦r ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❉❛r❝②
♣r♦❜❧❡♠s✳ ❆ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ♣r♦❜❧❡♠ ✐s ❝♦♥str✉❝t❡❞ ❜② ❈❤✐❞②❛❣✇❛✐
❛♥❞ ❘✐✈✐èr❡ ❬✷✵✶✶❪✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛♥❞ ❤✐❣❤ ♥♦♥❧✐♥❡❛r✐t②✱ ♥♦ ❛♥❛❧②t✐❝
✹✷ ✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s
s♦❧✉t✐♦♥s ❡①✐st ❢♦r r❡❛❧✐st✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
✇❡ s♦❧✈❡ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧②✳
❚♦ ❞♦ s♦✱ ✇❡ ❛♣♣❧② s❡♣❛r❛t❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✐♥ t✐♠❡ ❛♥❞ s♣❛❝❡✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛✲
t✐♦♥s ✉s❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✱ ✇❡ ❞❡s❝r✐❜❡
❤♦✇ t❤❡ ❛r✐s✐♥❣ s②st❡♠ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s s♦❧✈❡❞✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ✉s❡❞ s♦❢t✇❛r❡ ❛r❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✳
✹✳✸✳✶ ❉✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❆ ❣❡♥❡r❛❧ ❢♦r♠ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
∂▼(✉)
∂t
+∇ · ❋(✉) = ◗(✉) , ✭✹✳✷✻✮
✇❤❡r❡ ✉ ✐s t❤❡ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s ✭s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r✮✱▼ ✐s t❤❡ st♦r❛❣❡✱ ❋ t❤❡ ✢✉① ❛♥❞ ◗
t❤❡ s♦✉r❝❡ t❡r♠✳ ❚❤❡ ✈❡❝t♦r ✉ ❝♦♥t❛✐♥s ❛❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥s ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳
❉✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜② ❝♦✈❡r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥
✇✐t❤ ❛ ❣r✐❞ ❛♥❞ ❞❡✜♥✐♥❣ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞✳ ❚❤❡
❣r✐❞ ❞✐✈✐❞❡s t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥t♦ N ❝❡❧❧s Ωi✱ i ∈ 0, . . . , N − 1✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡
❛ss✉♠❡ ♥♦♥✲♦✈❡r❧❛♣♣✐♥❣ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ❛♥❞ ❛♣♣❧② ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ❜❛s❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡✳
❚❤❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ♦✈❡r ✇❤✐❝❤ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✐♥t❡❣r❛t❡❞✳












❚❤✐s ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ st❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ✉ ♦✈❡r t✐♠❡ ✇✐t❤✐♥ Ωi✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ✢✉①❡s ❛❝r♦ss
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② Γi ❛♥❞ t❤❡ s✐♥❦ ♦r s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✇✐t❤✐♥ Ωi ❤❛✈❡ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦✉t✳ ❙✐♥❝❡ ♥ ✐s
t❤❡ ♦✉t❡r ✉♥✐t ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ Γi✱ t❤❡ ♦✉t✢♦✇ ♦❢ Ωi ❛❝r♦ss Γi ✐s ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ✐♥t♦
❛ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥t Ωj✱ ✇❤♦s❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡ Γj ❝♦✐♥❝✐❞❡s ✇✐t❤ Γi✳ ❲❡ ❛♣♣❧② ❛♥ ✉♣✇✐♥❞✐♥❣
s❝❤❡♠❡ ❢♦r t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐✈❡ t❡r♠s ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❡❧❧s✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ✉♣str❡❛♠ ✈❛❧✉❡ ✐s ✉s❡❞ t♦
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✢✉①✳ ❚❤❡ ❞✐✛✉s✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ t❡r♠s ❛r❡ ❛✈❡r❛❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r
t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳
✹✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✹✸
❈❡❧❧✲❝❡♥t❡r❡❞ t✇♦✲♣♦✐♥t ✢✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✭❈❈❚P❋❆✮
■♥ ❛ ❝❡❧❧✲❝❡♥t❡r❡❞ ✜♥✐t❡✲✈♦❧✉♠❡ ♠❡t❤♦❞✱ ❛❧❧ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ✐♥ t❤❡
❝❡❧❧ ❝❡♥t❡rs ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❛✳ ❚❤❡ s❡t ♦❢ ❛❧❧ ✉♥❦♥♦✇♥s ✐♥ ❛❧❧ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡rs ❛r❡
t❤❡ ❞❡❣r❡❡s ♦❢ ❢r❡❡❞♦♠ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ t✇♦✲♣♦✐♥t ✢✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✇❤✐❝❤
♦♥❧② t❛❦❡s t❤❡ ✈❛❧✉❡s ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❝❡❧❧s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡
✢✉① ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥✱ ✐✳ ❡✳ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛r❡ ❛❧✇❛②s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡rs ❛t t❤❡
♠✐❞♣♦✐♥ts ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❣r✐❞ ❡❞❣❡✳ ❚❤✐s ♠❡t❤♦❞ ✐s ❢❛st ❢♦r str✉❝t✉r❡❞✱ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r
❣r✐❞s ❜✉t ❧❡❛❞s t♦ ✉♥st❛❜❧❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞s✳ ❋♦r s✉❝❤ ❣r✐❞s✱ ❛ ♠✉❧t✐✲♣♦✐♥t
✢✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ ❛s ❡✳ ❣✳ s✉❣❣❡st❡❞ ❜② ❲♦❧✛ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✳ ❋♦r
❤✐❣❤ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ♣r❡ss✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❞r✐✈✐♥❣ ❢♦r❝❡ ❢♦r t❤❡
❛❞✈❡❝t✐✈❡ ✢♦✇✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ s❛♠❡ ❧♦❝❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣
✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❈❈❚P❋❆ ♠❡t❤♦❞ ✐s ♦♥❧② s✉✐t❡❞ ❢♦r s❧♦✇ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ s✉❝❤
❛s t❤❡ ♦♥❡s ♦❝❝✉rr✐♥❣ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ■t ✐s r♦❜✉st ❛♥❞ ♠♦♥♦t♦♥❡✱ ❜✉t ♦♥❧② ❝♦♥s✐st❡♥t ✐❢
t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② t❡♥s♦r ❛r❡ ❛❧✐❣♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐st❛♥❝❡ ✈❡❝t♦rs ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡rs ❛♥❞ ❝❡❧❧ ❢❛❝❡s ✭❍❡✐♥❡♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✽✾❪✮✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ✉s❡ ♦♥❧② r❡❝t❛♥❣✉❧❛r❧② ♠❡s❤❡❞ ❣r✐❞s✱ t❤❡ t✇♦✲♣♦✐♥t ✢✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s s✉✣✲
❝✐❡♥t ❢♦r ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❡①❛♠♣❧❡s ❛♥❞ ✇✐❧❧ ❜❡ ✉s❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳
❙t❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞
❋♦r ❧❛r❣❡r ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ❡✳ ❣✳ ✐♥ ❢r❡❡✲✢♦✇ ♣r♦❜❧❡♠s✱ t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞ ♠❡t❤♦❞ ♣r♦✲
✈✐❞❡s ❛ s✉✐t❛❜❧❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳ ❍❛r❧♦✇ ❛♥❞ ❲❡❧❝❤ ❬✶✾✻✺❪ ♣r❡s❡♥t t❤❡ ♠❛r❦❡r✲❛♥❞✲❝❡❧❧ ✭▼❆❈✮
s❝❤❡♠❡✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts vi ❛♥❞ t❤❡✐r r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ s❤✐❢t❡❞
❜② ❤❛❧❢ ❛ ❝❡❧❧ ❛✇❛② ❢r♦♠ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡rs ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✸❜✳ ❲✐t❤ t❤✐s ♠❡t❤♦❞✱
♣r❡ss✉r❡ ♦s❝✐❧❧❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈♦✐❞❡❞ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ✢✉①❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ❛r❡ t❤❡♥ ❡✈❛❧✲
✉❛t❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❡❞❣❡s ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts✳ ❆❧❧ s❝❛❧❛r ♣r✐♠❛r② ❛♥❞
s❡❝♦♥❞❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛r❡ st✐❧❧ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛♥❞ st♦r❡❞ ❛t t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡rs✳ ❚❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞
✐s ♦♥❧② s✉✐t❡❞ ❢♦r str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ❛ r♦❜✉st ❛♥❞ ♠❛ss✲❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡ s❝❤❡♠❡✳
❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❡rr♦r ❛♥❛❧②s✐s ❢♦r t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ❜② ◆✐❝♦❧❛✐❞❡s
❬✶✾✾✷❪ ❛♥❞ ◆✐❝♦❧❛✐❞❡s ❛♥❞ ❲✉ ❬✶✾✾✻❪✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞
❣r✐❞ ❢♦r t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ s✉❜❞♦♠❛✐♥✳
✹✹ ✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s
✭❛✮ ●r✐❞ ❝❡❧❧s ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧✲❝❡♥t❡r❡❞ t✇♦✲♣♦✐♥t ✢✉①
❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥
✭❜✮ ●r✐❞ ❝❡❧❧s ❢♦r t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞ ✇✐t❤ s❤✐❢t❡❞
❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✸✿ ❙♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡s
❈♦✉♣❧✐♥❣ ❈❈❚P❋❆ ❛♥❞ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞
❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮ ♦♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ❈❈❚P❋❆
❛♥❞ t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞ ♠❡❡t✱ r❡q✉✐r❡s ❝♦♥❢♦r♠ ❣r✐❞s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ■♥ t❤❡
s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ✉s❡ r❡❝t❛♥❣✉❧❛r ❣r✐❞s ♦♥❧② ❛♥❞ ❢♦❧❧♦✇ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❋❡t③❡r ❡t ❛❧✳
❬✷✵✶✼❪✳ ❋♦r t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❛❞✈❡❝t✐✈❡ ✢✉①❡s ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ s✐❞❡✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❞✐r❡❝t❧② ♦♥ t❤❡ ❢❛❝❡ ❡❞❣❡s ❛r❡ ✉s❡❞✳ ❖♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ s✐❞❡✱ t❤❡ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝❡♥t❡r ♦❢ t❤❡
♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❝❡❧❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❡♥t❡r ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❝❡❧❧ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❉✉❡ t♦
t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇✱ ♥♦ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❝❛♥ ❜❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ❧✐q✉✐❞ t❤❛t r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✉♣♣❡r r♦✇ ♦❢
♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❝❡❧❧s ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❡✈❛♣♦r❛t❡ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇✳
❚❡♠♣♦r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥
❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❛ s②st❡♠ ♦❢ ♦r❞✐♥❛r② ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t✐♠❡✳ ❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❣r✐❞✱ ❛ t❡♠♣♦r❛❧ ❣r✐❞ ✇✐t❤ ❞✐s❝r❡t❡ ♣♦✐♥ts ✐♥ t✐♠❡ ✐s ✉s❡❞
t♦ ❡✈❛❧✉❛t❡ t❤✐s s②st❡♠✳ ❲❡ ✉s❡ ❛ ❢✉❧❧②✲✐♠♣❧✐❝✐t ❊✉❧❡r ♠❡t❤♦❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛♣♣❧✐❡s ❛ ❜❛❝❦✇❛r❞







❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡ ♠✐❣❤t ✈❛r② s✐♥❝❡ ✐t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥
s♦❧✈❡r ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
✹✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✹✺
■♥ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠s✱ t❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ♠✐❣❤t ♦❝❝✉r ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡s✳ ❊s✲
♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ❛ ❢r❡❡ ✢♦✇✱ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡
t❡♠♣♦r❛❧ s❝❛❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❧❛r❣❡✳ ❚②♣✐❝❛❧ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❤✐❣❤ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
♦♣❡r❛t❡ ♦♥ t✐♠❡ s❝❛❧❡s ♦❢ s❡❝♦♥❞s✱ ✇❤✐❧❡ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ♦❢t❡♥ t❛❦❡ ❤♦✉rs
♦r ❞❛②s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡✐t❤❡r ❛ ❝♦♠♣r♦♠✐s❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ t✐♠❡✲st❡♣♣✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ❤❛s
t♦ ❜❡ ❢♦✉♥❞✱ ♦r ❛ ♠✉❧t✐✲r❛t❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ s✉❝❤ ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❘②❜❛❦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪
❤❛s t♦ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
✹✳✸✳✷ ❙♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠
❙♦❧✈✐♥❣ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥ ❛ ❞✐s❝r❡t❡ ✇❛② ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❧❡❛❞s t♦ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ ❛ ❧♦❝❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s t❤❡ ❞✐s❝r❡♣❛♥❝✐❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥




+∇ · ❋(✉)−◗(✉) , ✭✹✳✷✾✮
✇❤❡r❡ ❛❧❧ q✉❛♥t✐t✐❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✈❡rs✐♦♥s✳
❆ss❡♠❜❧✐♥❣ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✱ ❛♥❞ ❝♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡♠ ✇✐t❤
t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ♦❢ ♥♦♥❧✐♥❡❛r
♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
❏(✉) · ✉ = ❘ , ✭✹✳✸✵✮
✇❤❡r❡ ❏ ✐s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐①✱ ✉ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ ✉♥❦♥♦✇♥s ❛♥❞ ❘ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r✳
■♥ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❏ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❢♦✉r s✉❜♠❛tr✐❝❡s ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ t✇♦ ♠❛tr✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ❞✐❛❣♦♥❛❧ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠
❞♦♠❛✐♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛♥❞ t✇♦ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ♦♥ t❤❡ ♦✛✲❞✐❛❣♦♥❛❧ ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥ t❤❡
❡♥tr✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛tr✐❝❡s ❛r❡ s♣❛rs❡✱ ❜❡❝❛✉s❡
♥♦t ❛❧❧ ♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ t✇♦ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❧✐♥❦❡❞ t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✈✐❛ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡❛❝❤ s✉❜♠❛tr✐① ✐s ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ t❤❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
❣r✐❞ ❡❧❡♠❡♥ts✱ ✇❤♦s❡ ❧♦❝❛❧ r❡s✐❞✉❛❧s r ❛r❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧② ❛♥❞ ✜♥❛❧❧② ❛ss❡♠❜❧❡❞
✐♥t♦ t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ r❡s✐❞✉❛❧ ✈❡❝t♦r ❘ ❛♥❞ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❏✳
✹✻ ✹ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s
❋✐❣✉r❡ ✹✳✹✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠












= −❘(✉n+1,m) . ✭✹✳✸✶✮
❚❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❏(✉n+1,m) ✐s ❛ss❡♠❜❧❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ◆❡✇t♦♥ st❡♣ m ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❜②
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❡♠❡r❣✐♥❣ ❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ❏(✉n+1,m)∆✉ = −❘(✉n+1,m) ✐s
s♦❧✈❡❞ ❢♦r ∆✉ ✇✐t❤ ❛ ❞✐r❡❝t ❧✐♥❡❛r s♦❧✈❡r✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆✉ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶✮ r❡❢❡rs t♦
t❤❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s♦❧✉t✐♦♥ ✈❡❝t♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❧❛st ◆❡✇t♦♥ st❡♣ ✭m − 1✮ t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t
♦♥❡ ✭m✮✳ ❚❤❡ s✉♣❡rs❝r✐♣t n+1 ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❛t t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ s♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✸✶✮
✐s t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣✳
❚❤❡ ◆❡✇t♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥✈❡r❣❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦
s✉❜s❡q✉❡♥t s♦❧✉t✐♦♥s ∆✉ ✐s s♠❛❧❧❡r t❤❛♥ ❛ ❣✐✈❡♥ t❤r❡s❤♦❧❞✳
❚❤❡ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡ ✐s ✈❛r✐❡❞ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ s♦❧✈❡r✳ ■❢ t❤❡
s♦❧✈❡r ❞♦❡s ♥♦t ❝♦♥✈❡r❣❡ ❢♦r ❛ ❝❡rt❛✐♥ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡ ✐s r❡❞✉❝❡❞ s❡✈❡r❛❧
t✐♠❡s ✐❢ ♥❡❝❡ss❛r②✱ ✉♥t✐❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ♦r ❛ ♠❛①✐♠✉♠ ♥✉♠❜❡r ♦❢ r❡❞✉❝t✐♦♥s ❤❛s
❜❡❡♥ ❝❛rr✐❡❞ ♦✉t✳
✹✳✸✳✸ ■♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❉✉▼✉x ✭❉❯◆❊ ❢♦r ▼✉❧t✐✲P❤❛s❡✱ ❈♦♠♣♦♥❡♥t✱
❙❝❛❧❡✱ P❤②s✐❝s✱ ✳✳✳✮✱ ❛ ❢r❡❡ ❛♥❞ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s✐♠✉❧❛t♦r ❢♦r ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt
♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ❢r❡❡✲✢♦✇ s❝❡♥❛r✐♦s✳ ■t ✐s ✇r✐tt❡♥ ✐♥ ❛♥ ♦❜❥❡❝t✲♦r✐❡♥t❡❞
st②❧❡ ♦❢ ❈✰✰ ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❉✐str✐❜✉t❡❞ ❛♥❞ ❯♥✐✜❡❞ ◆✉♠❡r✐❝s ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t ❉❯◆❊
✭❇❧❛tt ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✮✳ ❉✉▼✉x ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦r♠ ♦❢ ❛ ❉❯◆❊ ♠♦❞✉❧❡✱ ❛♥❞ ❝❛♥
✐ts❡❧❢ ❜❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② ❢✉rt❤❡r ♠♦❞✉❧❡s✳ ❉✉▼✉x ♣r♦✈✐❞❡s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❢r❡❡✲
✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧s✱ ❡❛❝❤ ✇✐t❤ t❤❡ ♦♣t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦t❤❡r♠❛❧✴♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧
✹✳✸ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✹✼
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡✴❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞s✳ ❱❛r✐♦✉s ✢✉✐❞ s②st❡♠s✱ ♠❛t❡r✐❛❧ ❧❛✇s
❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r✐③❛t✐♦♥s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ t♦ t❛✐❧♦r ❛ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❛ s♣❡❝✐✜❝ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ■♥ ❛❞✲
❞✐t✐♦♥✱ ✐t ♦✛❡rs s❡✈❡r❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♠❡t❤♦❞s ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠✉❧t✐✲
❞♦♠❛✐♥ ♣r♦❜❧❡♠s✳ ❚❤❡ ❝♦r❡ ❝♦❞❡ ✐s ♠❛✐♥❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✉s❡❞ ❛t t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢
❍②❞r♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❍②❞r♦s②st❡♠s ❛t t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t✉tt❣❛rt✱ ●❡r✲
♠❛♥②✳ ❈✉rr❡♥t ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ✉♣❞❛t❡s ❛♥❞ t❤❡ ❞♦❝✉♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ❉✉▼✉x ❝❛♥ ❜❡ ❢♦✉♥❞ ❛t
❤tt♣✿✴✴❞✉♠✉①✳♦r❣✳
❋♦r t❤❡ ❣r✐❞✱ t❤❡ t❡♥s♦r✲❣r✐❞ ♠♦❞❡ ♦❢ ❉❯◆❊✲●❘■❉✬s ❨❛s♣●r✐❞ ✭❇❛st✐❛♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✽❪✮
✐s ✉s❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ❣r❛❞✉❛❧ ❣r✐❞ r❡✜♥❡♠❡♥t ✐♥ ❛♥② ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❧✐♥✲
❡❛r s②st❡♠ ✐s s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❉❯◆❊✲■❙❚▲ ✭❇❧❛tt ❛♥❞ ❇❛st✐❛♥ ❬✷✵✵✼❪✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞✐r❡❝t s♦❧✈❡r
❯▼❋P❛❝❦ ✭❉❛✈✐s ❬✷✵✵✹❪✮✳
❙✉♠♠❛r②
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥✲
t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✇❤✐❝❤ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❧♦❝❛❧ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✳
❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❞♦❡s ♥♦t t❛❦❡ ❞r♦♣s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ P♦r❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✜rst✱ ❢♦❧❧♦✇❡❞ ❜② ❛ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝♦♥✲
❝❡♣t✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❛ s♦❧✉t✐♦♥ str❛t❡❣② ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧
s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳

✺ ❉r♦♣s
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞✐s❝✉ss t❤❡ t❤❡♦r② ♦❢ ❞r♦♣s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✉♠ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❉r♦♣s
❛r❡ s♠❛❧❧ r♦✉♥❞✲s❤❛♣❡❞ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞ s✉❜st❛♥❝❡ ❤♦❧❞ t♦❣❡t❤❡r ❜② s✉r❢❛❝❡ t❡♥✲
s✐♦♥ ❛♥❞ s❡♣❛r❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ♣❤❛s❡s ❜② ❛ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❯♥❞❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤❡② t❛❦❡ ♦♥ ❛ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡ t♦ ♠✐♥✐♠✐③❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❡♥❡r❣②✳ ❉r♦♣s ♦❝❝✉r
✐♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣❤❛s❡ ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s✱ ❡✳ ❣✳ ✐♥ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡s ❛s s❡ss✐❧❡ ♦r ♣❡♥❞✐♥❣
❞r♦♣s✱ ✐♥ ❣❛s❡♦✉s ♣❤❛s❡s ✭❡✳ ❣✳ ❛s s♣r❛②s ❛♥❞ r❛✐♥✮✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ✐♥ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ t✇♦✲♣❤❛s❡
❧✐q✉✐❞s ✭❡✳ ❣✳ ❡♠✉❧s✐♦♥s✮✳
■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛r❡ ✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ ✇❛t❡r ❞r♦♣s ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛
❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s s✉r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛✐r✳ ■❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♠❛ss ✢✉① ❢r♦♠
t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❜❡❧♦✇ ✐s s✉✣❝✐❡♥t❧② ❧❛r❣❡✱ t❤❡ ❞r♦♣s ❣r♦✇✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ t❤❡② ♠✐❣❤t
s❤r✐♥❦ ❞✉❡ t♦ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♦r ♣❡♥❡tr❛t❡ ❜❛❝❦ ✐♥t♦ t❤❡ ♣♦r❡s✳ ❉r♦♣s ♠✐❣❤t ❛❧s♦ ❢♦r♠ ♦♥ ❛
s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❞✉❡ t♦ ❝♦♥❞❡♥s❛t✐♦♥ ♦✉t ♦❢ s❛t✉r❛t❡❞ ❣❛s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ✐♠♣❛❝t ❛♥❞
s♣❧❛s❤✐♥❣ ♦❢ ❢❛❧❧✐♥❣ ❞r♦♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❧❛tt❡r ❝❛s❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
■♥ ♠❛♥② t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❞r♦♣s ❛r❡ s♠❛❧❧ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✳ ■♥
♠♦st ❝❛s❡s✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ✇❛t❡r ♠❛ss ✐s ♦❢ ❣r❡❛t❡r ✐♥t❡r❡st t❤❛♥ t❤❡ ❞r♦♣s✬ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧
s✐③❡s ❛♥❞ ❡①❛❝t s❤❛♣❡s✳ ❖❢t❡♥✱ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥✱ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦r ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ ❞r♦♣s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧
✐s ♠♦r❡ ❞❡❝✐s✐✈❡ ❢♦r t❤❡ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ t❤❛♥ t❤❡ ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥t✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ♦❢
♦♥❡ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣✳ ❋♦r ❡①❛♠♣❧❡✱ ✇❛t❡r ❞r♦♣s ❣r♦✇ ❛♥❞ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② ♠❡r❣❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛s ❝❤❛♥♥❡❧s
♦❢ ❢✉❡❧ ❝❡❧❧s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r ✜❧♠ t❤❡♥ ❜❧♦❝❦s t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♦①②❣❡♥ ❛♥❞
❤②❞r♦❣❡♥✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s ❤❡❧♣s t♦
✐♠♣r♦✈❡ s✉❝❤ s②st❡♠s✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ✇❛t❡r ♠❛ss ✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❢♦r t❤❡ ❝❡❧❧✬s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡✳
◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡❣✐♥ ❛t t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ t♦ ✉♥❞❡rst❛♥❞ t❤❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s
❛♥❞ ❞❡r✐✈❡ ♠♦❞❡❧s ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣✳ ▲❛t❡r ♦♥✱ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡
❝❛♥ ❜❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ ❛ ❧❛r❣❡r s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡ ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡
❤✉❣❡ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❞r♦♣s ❢♦✉♥❞ ♦♥ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡s ✐♥ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✳
✺✵ ✺ ❉r♦♣s
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♦♥❡ ❞r♦♣ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✉s❡ ✐t ❛s ❛ t❡♠♣❧❛t❡ ❢♦r t❤❡ ♠❛♥② ♦t❤❡r ❞r♦♣s t❤❛t ❢♦r♠ ✉♥❞❡r t❤❡ s❛♠❡
♦r s✐♠✐❧❛r ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts t♦
✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞r♦♣s ♦♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲
♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ❛♥❞ ❈❤❛♣t❡r ✼✳
❆s ♣r❡♣❛r❛t✐♦♥✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ r❡❧❛t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❞r♦♣s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✶✳ ❙❡❝t✐♦♥
✺✳✷ ❣✐✈❡s ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞r♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞
r❡s❡r✈♦✐r ❜❡❧♦✇ t❤❡ ❞r♦♣ ♦r ✐♥ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛❜♦✈❡✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ t❤❡ ♠❛ss✱
♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ♣♦r❡ ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳
✺✳✶ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ❞r♦♣s
❆ss✉♠✐♥❣ t❤❡ ❞r♦♣s t♦ ❜❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥ts ✉♥❞❡r ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✐♠♣❧✐✜❡s
t❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ✈❛r✐♦✉s ❣❡♦♠❡tr✐❝❛❧ q✉❛♥t✐t✐❡s✳ ❲✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ ❛♥❞
90◦ ≤ θ ≤ 180◦✱ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s✿
❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✿ ●❡♦♠❡tr② ♦❢ ❛ ❞r♦♣
r❞r♦♣ =
h❞r♦♣




h2❞r♦♣(3r❞r♦♣ − h❞r♦♣) , ✭✺✳✷✮





A◦❞r♦♣ = 2πr❞r♦♣h❞r♦♣ , ✭✺✳✺✮
✇❤❡r❡ Aca❞r♦♣ ✐s t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐❞ ❛♥❞ A
◦
❞r♦♣ r❡❢❡rs t♦ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛
♦❢ t❤❡ ❞r♦♣✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✶✳
✺✳✷ ❉r♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ✺✶
✺✳✷ ❉r♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s
❉r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦❝❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞
✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✳ ■♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡✱ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✐s ✉s✉❛❧❧② ❝❛❧❧❡❞ ❛ ❞r♦♣ ❛s
s♦♦♥ ❛s ✐t ❤❛s ❛ ❝✉r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❡✳ ❣✳ ❛ ✜❧♠ ✇✐t❤ ❛♥ ❛❧♠♦st ✢❛t s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡
❞r♦♣ ❡✈❡♥t✉❛❧❧② r❡❛❝❤❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ st❛t❡✱ ✇❤✐❝❤ ♠✐❣❤t ❜❡ ❞✐st✉r❜❡❞ ❜② ❛♥ ❡①t❡r♥❛❧
✢♦✇ ✜❡❧❞✱ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s ♦r ❡①♣❛♥s✐✈❡✴r❡tr❡❛t✐♥❣ ❢♦r❝❡s ❞✉❡ t♦ ✈♦❧✉♠❡✲❝❤❛♥❣✐♥❣
✇♦r❦✳ ❙✐♥❝❡ ❛ ❧✐q✉✐❞ ❞r♦♣ ❝❛♥♥♦t st♦r❡ ❛♥② ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✐t ❡✐t❤❡r ❞❡❢♦r♠s ♦r ♠♦✈❡s
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❢♦r❝❡s r❡s✉❧t✐♥❣ ❢r♦♠ ❛♥② ♦❢ t❤❡s❡ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s✳
❚❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ❛ ❞r♦♣ ♦♥ ❛ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡✳ ❙tr✐❝t❧②
s♣❡❛❦✐♥❣✱ ✇❡ ❤❛✈❡ t♦ ❝♦♥s✐❞❡r ❞r♦♣s ♦♥ ❛ ❧✐q✉✐❞ s✉r❢❛❝❡ ♦r ❡✈❡♥ ♦♥ ♠✐①❡❞ s✉r❢❛❝❡s ✭❧✐q✉✐❞✲
s♦❧✐❞✮ ✐❢ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ❣r♦✇♥ ❞r♦♣ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ ♣♦r❡✲t❤r♦❛t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦ ♦❢ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s❡s ♦❢ s✉❝❤ ❛ s❡tt✐♥❣✳
❚❤❡♦❞♦r❛❦❛❦♦s ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ ❛ s❡ss✐❧❡ ❞r♦♣ t♦ ❛ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞ t✉❜❡ ❛♥❞ ✈❛r✐❡❞
t❤❡ ❞✐❛♠❡t❡r ❛♥❞ t✉❜❡ ✐♥✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡② ❢♦✉♥❞ t❤❛t t❤❡ ❞r♦♣❧❡t s❤❛♣❡ ✇❛s ❤❛r❞❧②
❛✛❡❝t❡❞ ❜② t❤❡s❡ ✈❛r✐❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t ❧✐q✉✐❞ ♠❛ss ✢✉① ✐♥t♦ t❤❡ ❞r♦♣ ✐s ♥♦t ❢❛st
❡♥♦✉❣❤ t♦ ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡② ❛❧s♦ ❝♦♥❝❧✉❞❡ t❤❛t t❤❡
s♠❛❧❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡❞✉❝❡❞ ❢r✐❝t✐♦♥ ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢
❛ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡ ✉♥❞❡r♥❡❛t❤ t❤❡ ❞r♦♣ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ❛ ❞r♦♣ ♦♥ ❛ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❝❛♥ ❜❡
♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
■♥ t❤❡ ♥❡①t ♣❛r❛❣r❛♣❤s✱ ❞✐✛❡r❡♥t ❞r♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞✳
❋♦r♠❛t✐♦♥
■♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠✱ ❧✐q✉✐❞ ❞r♦♣s ♠✐❣❤t ❢♦r♠ ♦♥ t❤❡ s✉r✲
❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ♣♦r❡s ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ ✐♥ ♠♦st ❝❛s❡s s♠❛❧❧ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❝❛♣✐❧❧❛r② t✉❜❡s✳ ❋♦r ❛ ❝✐r❝✉❧❛r ❝❛♣✐❧❧❛r② t✉❜❡✱ ✇❤❡r❡ t✇♦ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡
✢✉✐❞ ♣❤❛s❡s ❛♥❞ ❛ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ♠❡❡t✱ t❤❡ ❨♦✉♥❣✲▲❛♣❧❛❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✭✷✳✶✶✮ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ t♦





■♥ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ♣♦r❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❧❛r❣❡st r❛❞✐✐ ✜❧❧ ✜rst✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡
❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ pc ✐s ❛t ✐ts ♠✐♥✐♠✉♠ ✐♥ t❤❡s❡ ♣♦r❡s✳ ❲✐t❤ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ♦❢ 90
◦ ≤
✺✷ ✺ ❉r♦♣s
θ ≤ 180◦✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ pc ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❣❛t✐✈❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦s✐♥❡ ❢✉♥❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s r❡✢❡❝ts
t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❤❛s t♦ ❜❡ ♦✈❡r❝♦♠❡ ❜② t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ t♦ ❡♥t❡r
t❤❡ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ t✉❜❡✱ ✐♥ ❝♦♥tr❛st t♦ ❛ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ t✉❜❡ ✇❤❡r❡ t❤❡ ✇❛t❡r ✇♦✉❧❞ r✐s❡ ❞✉❡
t♦ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❢♦r❝❡s✳ ◆❡❛r t❤❡ ♣♦r♦✉s s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❡✛❡❝t ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞r♦♣
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ♣♦r❡✿ ❆ ❞r♦♣ ❢♦r♠s✱ ✐❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
❡①❝❡❡❞s t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ✇✐❤t❤✐♥ t❤❡ ♣♦r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s




+ p✛g . ✭✺✳✼✮
■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛s t❤❡ ✐♥st❛♥t ✇❤❡♥ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡ ✐s ✜❧❧❡❞
✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ t❤❡ ♠❡♥✐s❝✉s r✐s❡s ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♣♦r❡ ♦♣❡♥✐♥❣✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ❛ s✉r❢❛❝❡
♣♦r❡ ✜❧❧s ✐♥st❛♥t❛♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ ✇❛t❡r ♦♥❝❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✺✳✼✮ ✐s ♠❡t✳ ❍❡♥❝❡✱
s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❜❡ ❢✉❧❧② ❣❛s✲✜❧❧❡❞ ♦r ❢✉❧❧② ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞✳
●r♦✇t❤
❆ ❞r♦♣ ♦♥ ❛ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡ ❝❛♥ ❡✐t❤❡r ❣r♦✇ ♦r s❤r✐♥❦ ❞✉❡ t♦ ❧✐q✉✐❞ ♠❛ss ✢✉①❡s ❜❡t✇❡❡♥
❞r♦♣ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ■❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦r❡ ✐s ❞✐r❡❝t❡❞ ✉♣✇❛r❞s✱
t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥❝r❡❛s❡s✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❞♦✇♥✇❛r❞ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ♦r ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ✢✉①❡s
✐♥t♦ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡✱ t❤❡ ❞r♦♣ s❤r✐♥❦s✳ ❲❤❡♥ t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❝❤❛♥❣❡s✱ ❡✐t❤❡r t❤❡ ❝♦♥t❛❝t
❧✐♥❡ ♠♦✈❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ❝❤❛♥❣❡s✱ ♦r t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❝❤❛♥❣❡s ✇❤✐❧❡
t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ st❛②s ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡
t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t ❞✉r✐♥❣ ❛♥② ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ A❝❛❞r♦♣
✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉r✐♥❣ ❣r♦✇t❤ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❞r♦♣ ❝♦✈❡rs ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ♥❡①t t♦ t❤❡
♣♦r❡ ♦♣❡♥✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧✳
❉❡❢♦r♠❛t✐♦♥
❆ ❞r♦♣ ♦♥ ❛ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇ ✐s ❡①♣♦s❡❞ t♦ s❡✈❡r❛❧ ❢♦r❝❡s
❞✉❡ t♦ t❤❡ ✢♦✇✐♥❣ ✢✉✐❞ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❆ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❞r♦♣
Fp✱ ❛ s❤❡❛r ❢♦r❝❡ ❛❝t✐♥❣ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ✇❛❧❧ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❞r♦♣ Fτ ❛♥❞ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r❝❡
❛❝t✐♥❣ ❛t t❤❡ ❢r♦♥t ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ Fp✈2 ❛❞❞ ✉♣ t♦ t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ F❞r❛❣ ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡
✢♦✇✿
F❞r❛❣ = Fp + Fτ + Fp✈2 . ✭✺✳✽✮
✺✳✷ ❉r♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ✺✸
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❛❧❝✉❧❛t✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡ ❢♦r❝❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s✱ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ t❤❡ ❧✐t❡r❛t✉r❡ ❢♦r







✇❤❡r❡ vg,t ✐s t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ cd ✐s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r✲
❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞r❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❛♥❞ A♣r♦❥ ✐s t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❞r♦♣ ❛r❡❛ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇
❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❝❤♦s❡♥ ❜② ❩❤❛♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ✇❤♦ ✉s❡ t❤❡




(1 + 0.1925❘❡0.63) , ✭✺✳✶✵✮
✇❤❡r❡ Re = VgL
ν
✐s t❤❡ ❘❡②♥♦❧❞s ♥✉♠❜❡r ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤ L✳
❯♥❢♦rt✉♥❛t❡❧②✱ ✐t ✐s ❞✐✣❝✉❧t t♦ ✜♥❞ ❛ ❣♦♦❞ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✳ ❈❤♦





❞❡✈✐❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ r❡s✉❧ts ❢♦r s♠❛❧❧ ❞r♦♣❧❡ts ✇✐t❤ d❞r♦♣ < 10
−4m✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡② ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✜tt✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs a ❛♥❞ b ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ♦❜t❛✐♥





❛♥❞ b = 0.2158
d❞r♦♣
h❝❤❛♥♥❡❧
− 0.6384 . ✭✺✳✶✷✮
❆ ❞✐✛❡r❡♥t ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❝❤♦s❡♥ ❜② ❑✉♠❜✉r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✱ ✇❤♦ ❞❡✜♥❡ t✇♦ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s
❛r♦✉♥❞ ❛♥❞ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ❞r♦♣ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ❢♦r❝❡s ❞✐r❡❝t❧②✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❞r♦♣ ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ✉♣ ❛♥② ♠♦♠❡♥t✉♠✱ ✐t ✐s ❞❡❢♦r♠❡❞ ❜② t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡✳
■ts ✐♠♠❡❞✐❛t❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✐s ♣r❡✈❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❛❞❤❡s✐♦♥ ♦r r❡t❡♥t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s
♦♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❣❛s γlg ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞②♥❛♠✐❝ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s
❜❡t✇❡❡♥ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ s♦❧✐❞ θa ❛♥❞ θr✳ ❈❤♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ s✉❣❣❡st t♦ ❝❛❧❝✉❧❛t❡ t❤❡ r❡t❡♥t✐♦♥
❢♦r❝❡ ❛s







❖t❤❡r ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r Fr❡t ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❡✳❣✳ ❜② ❈❤❡♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✺❪ ❛♥❞ ❑✉♠❜✉r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✻❪✳
❈❤♦ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❛♥❛❧②t✐❝❛❧ s♦❧✉t✐♦♥s ❢♦r ❞r♦♣ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t
✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ❛♥❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❣♦♦❞ ❛❣r❡❡♠❡♥t✱ ✇❡
✺✹ ✺ ❉r♦♣s
❢♦❧❧♦✇ t❤❡✐r s✉❣❣❡st✐♦♥s ❛♥❞ ❛♣♣❧② ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✾✮ ✇✐t❤ ✭✺✳✶✷✮ ❛♥❞ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✸✮ t♦
❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s✳
❚❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ t❤❡ ✈✐s❝♦✉s ❞r❛❣ ❢♦r❝❡s t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❜② t❤❡ ❞✐♠❡♥✲





✇✐t❤ ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② Vg✳ ❋❧♦✇s ✇✐t❤ ❧♦✇ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♥✉♠❜❡rs ✭❝❛✳ Ca < 10
−5✮
❛r❡ ❞♦♠✐♥❛t❡❞ ❜② ❝❛♣✐❧❧❛r② ❢♦r❝❡s✱ ♦t❤❡r✇✐s❡ ✈✐s❝♦✉s ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❞♦♠✐♥❛♥t ❛♥❞ ❝❛♣✐❧❧❛r②
❢♦r❝❡s ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❞r♦♣s ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❣❛s
♣❤❛s❡ ✇✐t❤ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ♦❢ Vg ≥ 1m/s✳ ❲✐t❤ ❛ ❞②♥❛♠✐❝ ❣❛s ✈✐s❝♦s✐t② ♦❢ µg = 1.8·10−5kgm/s2
❛♥❞ ❛ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ♦❢ γlg = 0.07N/m✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♥✉♠❜❡rs ❛r❡ Ca ≥ 2.6 · 10−4✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣s ❞✉❡ t♦ ✈✐s❝♦✉s ❢♦r❝❡s s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❜❡❝❛✉s❡
t❤❡s❡ ❢♦r❝❡s ❞♦♠✐♥❛t❡ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡s ✇❤✐❝❤ tr② t♦ ❦❡❡♣ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣s ❞✉❡ t♦ ❛ ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t
t♦ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ ❛♥❞ r❡❝❡❞✐♥❣ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ ✇❡ ❛r❡ ♠♦st❧②
✐♥t❡r❡st❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞r♦♣✬s ✈♦❧✉♠❡ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ✐ts ❡①❛❝t s❤❛♣❡✳
❉❡t❛❝❤♠❡♥t
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♠♦✈✐♥❣ ❣❛s ♣❤❛s❡ ❛❜♦✈❡ ❛ ❞r♦♣✱ t❤❡ ❞r♦♣ ❞❡❢♦r♠s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
s❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ■❢ t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ F❞r❛❣ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡t❡♥t✐♦♥
❢♦r❝❡ Fr❡t✱ t❤❡ ❞r♦♣ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❤♦❧❞ ♦♥t♦ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❛♥② ❧♦♥❣❡r ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤❡s✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❛s
F❞r❛❣ > Fr❡t , ✭✺✳✶✺✮
✇❤✐❝❤ ✐s ❛❧s♦ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ❇❛❜❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✳ ❉❡t❛❝❤❡❞ ❞r♦♣s ♠✐❣❤t r♦❧❧ ♦r s❧✐❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡
s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡✱ ♠❡r❣❡ ✇✐t❤ ♦t❤❡r ❞r♦♣s✱ ♦r ❜r❡❛❦ ✉♣ ❢✉rt❤❡r ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s
♣❤❛s❡✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❞❡t❛❝❤❡❞ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ t♦ ❜❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞
❛✇❛② ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇✳ ❋♦r ♥♦✇✱ ✇❡ ❞♦ ♥♦t t❛❦❡ ❜r❡❛❦✲✉♣✱ r♦❧❧✐♥❣ ♦r s❧✐❞✐♥❣ ❛❧♦♥❣ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■❢ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✼✮ ✐s st✐❧❧ ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ ❛ ♥❡✇ ❞r♦♣ ❢♦r♠s
♦♥ t❤❡ s❛♠❡ ♣♦r❡✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞r♦♣s ❛r❡ ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❜♦❞② ✇✐t❤✐♥ ❛ ♣♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮ ✇❤✐❝❤ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r
✺✳✷ ❉r♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ✺✺
❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✿ ❋♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❛ s❡ss✐❧❡ ❞r♦♣ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇
❞r♦♣s ❛tt❛❝❤❡❞ t♦ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✳ ❋♦r ❛ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ t❤❡ ❡q✉✐✈❛❧❡♥t ♦❢ t❤❡ r❡t❡♥t✐♦♥ ❢♦r❝❡ Fr❡t ✇❤✐❝❤ ❤♦❧❞s t❤❡ ❞r♦♣ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞
❜♦❞② t♦❣❡t❤❡r ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞✳
❲❤❡♥ t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❢♦r❝❡✱ ❞r♦♣s ♠✐❣❤t ❛❧s♦ s❧✐❞❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱
✇✐t❤♦✉t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❛❝❤✐♥❣ ❢r♦♠ ✐t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ♠♦✈❡♠❡♥t ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ❝♦♥t❛❝t
❧✐♥❡ ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ❜② ◗✐♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✷❪✳ ❚❤❡✐r r❡s✉❧ts s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❛❝t
❧✐♥❡ ❡①t❡♥❞s ❛♥❞ ❞❡❢♦r♠s ✇✐t❤ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❣❛s ✢♦✇ r❛t❡✳
❙♣r❡❛❞✐♥❣
❆ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞r♦♣ ♦♥ ❛ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥❞s t♦ s♣r❡❛❞ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ✢❛tt❡♥ ❞✉❡ t♦ ❣r❛✈✐t❛✲
t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ ❇♦♥❞ ♦r ❊öt✈ös ♥✉♠❜❡r ❇♦ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
❢♦r❝❡s ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡s✿
❇♦ =
(ϱl − ϱg) g L2
γlg
, ✭✺✳✶✻✮
✇❤❡r❡ L ✐s ❛ ❝❤❛r❛❝t❡r✐st✐❝ ❧❡♥❣t❤✱ ❡✳ ❣✳ t❤❡ ❞r♦♣ ❞✐❛♠❡t❡r d❞r♦♣ = 2r❞r♦♣✳ ▲♦✇ ❇♦♥❞
♥✉♠❜❡rs ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ❞♦♠✐♥❛t❡s✱ ❤✐❣❤ ❇♦♥❞ ♥✉♠❜❡rs s✉❣❣❡st t❤❛t
❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts s❤♦✉❧❞ ♥♦t ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❈❛r❡② ❬✶✾✾✷❪✱ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧
❡✛❡❝ts ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢♦r ❇♦ < 2.5✳ ❆♠♦♥❣st ♦t❤❡rs✱ ❇✉tt ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ❛♥❞ ❇♦♥❛❝❝✉rs♦
❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪ r❡❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♥❞ st❛t❡ t❤❛t ❣r❛✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐❢ d❞r♦♣ <√︂
2γlg
ϱgg
✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❇♦ < 1✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ✇❡tt❛❜✐❧✐t② ♣r♦♣❡rt② ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ✐♥❝r❡❛s❡s ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❞r♦♣ ❤❡✐❣❤t ❞❡❝r❡❛s❡s✱
✉♥t✐❧ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ∗ ✐s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳
✺✻ ✺ ❉r♦♣s
❋✉ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✾❪ ♣r❡s❡♥t ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s ♦❢ s❡ss✐❧❡ ❞r♦♣s s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦♥ ♣♦r♦✉s s✉r❢❛❝❡s
✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡② ✜♥❞ t❤❛t s♣r❡❛❞✐♥❣ ❛♥❞ ♣❡♥❡tr❛t✐♦♥ ❛r❡
❝♦♠♣❡t✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❇♦♥❞ ♥✉♠❜❡r✱ t❤❡ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②✱ t❤❡
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡✱ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞r♦♣ s✐③❡ ❛♥❞ t❤❡ ❣r❛✐♥ s✐③❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳
■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❣r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❡✛❡❝ts ♦♥ ❞r♦♣s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❞✉❡ t♦ s♠❛❧❧ ❇♦♥❞
♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❇♦ ≤ 1✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞r♦♣s s✐tt✐♥❣ ♦♥ ❛ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡ ♠✐❣❤t ❣r♦✇ ❞✉❡ t♦ ❛
❧✐q✉✐❞ ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❞r♦♣✳ ■♥ t❤✐s ❝❛s❡✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ✐♥❝r❡❛s❡s✱ ✐❢ t❤❡
❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ st❛②s ❝♦♥st❛♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ r❡❢❡r t♦ s♣r❡❛❞✐♥❣ ❛s t❤❡ ❡①♣❛♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞r♦♣ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡ ❞✉❡ t♦ ❞r♦♣ ❣r♦✇t❤✳
▼❡r❣✐♥❣
■❢ ✇❛t❡r ❞r♦♣s ❣r♦✇✱ t❤❡② ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t♦✉❝❤ ❛♥❞ ♠❡r❣❡✳ ❚❤✐s ❧❡❛❞s t♦ ❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t s♣r❡❛❞✲
✐♥❣ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ s✉r❢❛❝❡s ❛♥❞ ❛ t❡♠♣♦r❛r② s♣r❡❛❞✐♥❣ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ❆ t❤✐♥
✇❛t❡r ✜❧♠ ♦♥ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡ t❡♥❞s t♦ r❡❞✉❝❡ ✐ts ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r✲
❢❛❝❡ ❛♥❞ ❢♦r♠ ❞r♦♣s ❛❣❛✐♥✳ ■❢ ❡♥♦✉❣❤ ✇❛t❡r ✐s ❡♠❡r❣✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r❡s t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡✱
❛ ♣❡r♠❛♥❡♥t ✇❛t❡r ✜❧♠ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❡✈❡♥ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ❚❤✐s ♣r♦❝❡ss ✐s ♦❢
❝♦✉rs❡ ✉♥st❛❜❧❡ ❛♥❞ ❞✐✣❝✉❧t t♦ ♣r❡❞✐❝t✳ ❉✉❡ t♦ ♦✉r ❧❛❝❦ ♦❢ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ❝♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡s❡
♣r♦❝❡ss❡s✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❞r♦♣s t♦ ♠❡r❣❡ ❛s s♦♦♥ ❛s ❛ ❝❡rt❛✐♥ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ✈♦✐❞ s♣❛❝❡ ❛❜♦✈❡ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ✇❛t❡r✳ ❚❤❡ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✐ts❡❧❢ ❛♥❞
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✜❧♠ ✢♦✇ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✇❛t❡r ✜❧♠ ♦♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❣❛s ♣❤❛s❡ ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❝♦♥♥❡❝t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❣❛s❡♦✉s ♠❛ss
✢✉①❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❛r❡ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤✐s s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❡✛❡❝t
♦♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❛t ❧❡❛st ❛ s✐♠♣❧❡ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣ ❞r♦♣s ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❧❛t❡r❛❧ ❧✐q✉✐❞ ♠❛ss
✢✉①❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❊✈❛♣♦r❛t✐♦♥
❉r♦♣s ❛r❡ s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ✇❛t❡r ✈❛♣♦r✱ ✇❤✐❝❤ s❛t✐s✜❡s t❤❡ ❣❛s ♣❤❛s❡ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ❡①✲
t❡♥t✳ ❇✉tt ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✼❪ ♣♦✐♥t ♦✉t t❤❛t ❛ s❡ss✐❧❡ ❞r♦♣ ✐s ✉s✉❛❧❧② ♥❡✈❡r ✐♥ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝
❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞✉❡ t♦ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ t❛❦✐♥❣ ♣❧❛❝❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✳ ❆ ❧✐q✉✐❞ ✇✐t❤ ❛ ✢❛t s✉r❢❛❝❡
❡✈❛♣♦r❛t❡s ♦♥❧② ✐❢ ✐ts ✈❛♣♦r ♣r❡ss✉r❡ pws❛t ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ♦❢ ✐ts ✈❛♣♦r ✐♥ t❤❡
✺✳✸ ❇❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣ ✺✼
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✱ ✐✳ ❡✳ ✐t ❡✈❛♣♦r❛t❡s ♦♥❧② ✐❢ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✐s ♥♦t s❛t✉r❛t❡❞ ✇✐t❤ ✐ts ✈❛♣♦r✳
❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ❝✉r✈❛t✉r❡✱ ❞r♦♣s ❤❛✈❡ ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ✈❛♣♦r ♣r❡ss✉r❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝❛♥
❛❧s♦ ❡✈❛♣♦r❛t❡ ✐♥ ❛ s❛t✉r❛t❡❞ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ✇✐❧❧ ♥♦t ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ❞✉❡ t♦ t❤❡ t✐♥② ✐♥✢✉❡♥❝❡✳
❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✇❛t❡r ✈❛♣♦r t♦ ❜❡❤❛✈❡ ❧✐❦❡ ❛♥ ✐❞❡❛❧ ❣❛s✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ t♦ ❜❡ ✐♥❝♦♠✲
♣r❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞r♦♣ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
t❡♥s✐♦♥ γlg ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❑❡❧✈✐♥























✇❤❡r❡ r ✐s t❤❡ r❛❞✐❛❧ ❞✐st❛♥❝❡ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡ A◦✳ ■♥t❡❣r❛t✐♥❣ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✽✮ t♦
✐♥✜♥✐t② ❛s ❞♦♥❡ ❜② ❊r❜✐❧ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✵✷❪ ❛♥❞ ❙♦♥❣ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ②✐❡❧❞s
d(ϱlV❞r♦♣)
dt
= −4πr❞r♦♣ϱgDg(xwg✱❞r♦♣ − xwg,∞)f(θ) . ✭✺✳✶✾✮
❙❡✈❡r❛❧ ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ f(θ)✱ ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ❞❡♣❡♥❞s
❡✳ ❣✳ ♦♥ s✉r❢❛❝❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ r♦✉❣❤♥❡ss✱ ❛r❡ ❛♠♦♥❣st ♦t❤❡rs ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② P✐❝❦♥❡tt
❛♥❞ ❇❡①♦♥ ❬✶✾✼✼❪ ❛♥❞ ❇♦✉r❣❡s✲▼♦♥♥✐❡r ❛♥❞ ❙❤❛♥❛❤❛♥ ❬✶✾✾✺❪✳
❆ ❞❡t❛✐❧❡❞ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❞r♦♣ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♠♦❞❡❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠♣❧❡①✐t② ❛s ✇❡❧❧
❛s ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r ❞r♦♣ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❲✐❧♠s ❬✷✵✵✺❪✳
✺✳✸ ❇❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣
❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ ❛ ❞r♦♣ ♦♥ t♦♣ ♦❢ ❛ ♣♦r❡ ❣r♦✇s ❞✉❡ t♦ ❧✐q✉✐❞ ♠❛ss
✢✉①❡s ❢r♦♠ ❜❡❧♦✇ ❛♥❞ s❤r✐♥❦s ❞✉❡ t♦ ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ✢✉①❡s ✐♥t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❛t♠♦s♣❤❡r❡✳
❙✐♥❝❡ ✇❡ ✇❛♥t t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞r♦♣s ✐♥ ♦✉r ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲
♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣ ✜rst✳ ❚❤❡s❡ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇✐❧❧ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❜❛s❡ ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ ❧❛t❡r ♦♥✳
✺✽ ✺ ❉r♦♣s
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❢♦r❝❡ ❜❛❧❛♥❝❡s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣ ♦♥ ❛ ❧✐q✉✐❞✲
✜❧❧❡❞ ♣♦r❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✸❛✳ ❚❤❡ ❞r♦♣ ✐s s✉rr♦✉♥❞❡❞ ❜② ❛ ❣❛s❡♦✉s s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡
❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ♦❢ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡
❞r♦♣ ♠❛ss ✐s s❡❣r❡❣❛t❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❣❛s ♣❤❛s❡ ❜② t❤❡ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡✳ ❚♦✇❛r❞s t❤❡
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ❞r♦♣ ❜♦✉♥❞❛r② ❛s t❤❡ ✈✐rt✉❛❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❛r❡❛ t❤❛t ❝♦♥♥❡❝ts
t❤❡ ❡❞❣❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡ t❤r♦❛t ❛t t❤❡ t♦♣ ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢
♠❛ss✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ t❛❦❡ t❤r❡❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✿ ❚❤❡ r❛t❡ ♦❢ ❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss
✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞r♦♣ ♦✈❡r t✐♠❡✱ t❤❡ ♠❛ss ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❞r♦♣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ ♣♦ss✐❜❧❡ s✐♥❦s
♦r s♦✉r❝❡s✳ ■❢ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t ♥♦ s✐♥❦s ♦r s♦✉r❝❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✱ ❛♥❞ ♥♦ ♠❛ss ✢✉①❡s ♦❝❝✉r
❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐❞ ♠❛tr✐① A❝❛❞r♦♣✱s✱ t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss ❢♦r t❤❡
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❚❤❡ ✈❡❝t♦r ♥ ✐s t❤❡ ✉♥✐t ♦✉t❡r ♥♦r♠❛❧ ✈❡❝t♦r ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞♦♠❛✐♥✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠✱ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s ♠❛ss ✢✉① ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡
❡q✉❛t✐♦♥ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ✇❛t❡r ✈❛♣♦r ✇❤✐❝❤ ❡✈❛♣♦r❛t❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣ ❛♥❞ ❞✐✛✉s❡s ✐♥t♦
t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❋r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ s✐❞❡✱ t❤❡ ❞r♦♣ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ❢❡❞
❜② ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r ✢✉①❡s✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡❣r❛❧s ❧❡❛❞s t♦
∂(ϱlV❞r♦♣)
∂t
+ [(ϱl✈l) · ♥]♣♠A♣♦r❡ = − [(ϱg✈g) · ♥]✛A◦❞r♦♣ , ✭✺✳✷✶✮
✇❤❡r❡ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✐s 0 ✐♥ ❛♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠✳
❙✐♥❝❡ ❜♦t❤ ✢✉✐❞ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❛t❡r ❛♥❞ ❛✐r✱ ♦♥❡
❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t κ ∈ {a, w} ✐s ❢♦r♠✉❧❛t❡❞✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡
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A◦❞r♦♣. ✭✺✳✷✷✮
✺✳✸ ❇❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣ ✺✾
✭❛✮ ❚❤❡ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ V❞r♦♣ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣
✐s ❜♦✉♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ♣♦r❡✲t❤r♦❛t ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧
❛r❡❛ A♣♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡
A❝❛❞r♦♣✱s ❛♥❞ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ A
◦
❞r♦♣✳
✭❜✮ ❲❛t❡r ✢✉①❡s r❡❧❛t❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣✿ ▲✐q✉✐❞
✇❛t❡r ❡♥t❡rs t❤❡ ❞r♦♣ ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② t♦
t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❛t❡r ✈❛♣♦r ❧❡❛✈❡s t❤❡
❞r♦♣ ❛❝r♦ss ✐ts s✉r❢❛❝❡ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡
✢♦✇✳
❋✐❣✉r❡ ✺✳✸✿ ▼❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣
❚❤❡ ❞r♦♣✬s ❡♥❡r❣② ❜❛❧❛♥❝❡ ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s
∂(ϱlV❞r♦♣ul)
∂t
+ [(ϱl✈lhl − λ♣♠∇T ) · ♥]♣♠A♣♦r❡
= − [(ϱg✈ghg − λg∇T ) · ♥]✛A◦❞r♦♣ . ✭✺✳✷✸✮
❆❧❧ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❣r♦✇✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s s❤r✐♥❦✐♥❣ ❞r♦♣s ✉♣ t♦ ❝❡rt❛✐♥ ❞r♦♣
✈♦❧✉♠❡s✳ ❋♦r ❣r♦✇✐♥❣ ❞r♦♣s✱ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ✢✉① r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞r♦♣ ♠❛ss ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞
♠❛ss ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥❝r❡❛s❡s t❤❡ ♠❛ss✳ ❋♦r s❤r✐♥❦✐♥❣ ❞r♦♣s✱ ❜♦t❤ ✢✉①❡s
❞❡❝r❡❛s❡ t❤❡ ♠❛ss ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞r♦♣✳ ❚❤❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❛❢t❡r ❢♦r♠✐♥❣ ❛♥❞ ❜❡❢♦r❡
❝♦❧❧❛♣s✐♥❣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❜❡❢♦r❡ ❛ ❞r♦♣ ❞❡t❛❝❤❡s ♦r ❜r❡❛❦s ❛♣❛rt
❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧②✳
❋♦r ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❛t t❤❡ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡✱ t❤❡ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❆❧♦♥❣ t❤❡ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡ A◦✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞r♦♣ p❞r♦♣l ✱ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡
❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❝✉r✈❛t✉r❡ pc ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ✐♥ ♥♦r♠❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦♥
t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❛❧❛♥❝❡✿
∫︂
A◦
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❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✱ t❤❡ ❧❛st t❡r♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ s♣❤❡r✐❝❛❧
✻✵ ✺ ❉r♦♣s
❋✐❣✉r❡ ✺✳✹✿ ❋♦r❝❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛t t❤❡ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡ A◦❞r♦♣
❝❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞♦tt❡❞ ❧✐♥❡s A❝❛♣❞r♦♣ ♦♥❧②✱ ❜❡❝❛✉s❡ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛❣❛✐♥st
t❤❡ s✐❞❡ ✇❛❧❧s ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❝❛♥❝❡❧ ♦✉t✳ ❆t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✱






p♣♠l dx . ✭✺✳✷✺✮
❚❤✐s ❡①♣r❡ss✐♦♥ ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t✉❜❡s ♦❢ ❧❡♥❣t❤ δ✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♦r ❣❛s r❡s❡r✈♦✐rs r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❛❧♦♥❣ ❛ ♣♦r❡ ∆p♣♦r❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❤❡r❡✱ s✐♥❝❡ ✐t ✐s s♠❛❧❧
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ❛❜s♦❧✉t❡ ♣r❡ss✉r❡s✳
❙✉♠♠❛r②
❚❤✐s ❝❤❛♣t❡r ♣r❡s❡♥ts ❞r♦♣ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ❛r❡ r❡❧❡✈❛♥t
❢♦r s❡ss✐❧❡ ❞r♦♣s ♦♥ s♦❧✐❞ ♦r ♣♦r♦✉s s✉r❢❛❝❡s✳ ●r❛✈✐t❛t✐♦♥❛❧ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❊①❝❡♣t
❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡t❡♥t✐♦♥ ❢♦r❝❡✱ t❤❡ ❞r♦♣s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s♣❤❡r✐❝❛❧ s❡❣✲
♠❡♥ts ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡✳ ❆ ❞r♦♣ ❞❡t❛❝❤❡s ✐❢ t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡
s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✢♦✇ ✜❡❧❞ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡ r❡t❡♥t✐♦♥ ❢♦r❝❡✳ ■❢ t❤❡② ❞♦ ♥♦t ❞❡t❛❝❤ ❜❡❢♦r❡ t❤❡②
t♦✉❝❤ ❛♥❞ ♠❡r❣❡✱ ❞r♦♣s ❢♦r♠ ✜❧♠ ✢♦✇ ❡✈❡♥ ♦♥ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡s✳ ■♥ ❛ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧
♠♦❞❡❧✱ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❝✉r✈❡❞ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t s✐♥❝❡ ✐t
r❡❞✉❝❡s t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡✳ ❆ s❡t ♦❢ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s ❣✐✈❡♥ ❛t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r
t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ♠❛ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❞r♦♣s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❞r♦♣✬s s✉r❢❛❝❡✳
✻ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛
❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❞♦♠❛✐♥
❚❤❡ t✇♦✲❞♦♠❛✐♥ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❢♦❧❧♦✇s t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t ❛❧❧ ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r t❤❛t r❡❛❝❤❡s t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡✈❛♣♦r❛t❡s ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s ❞♦❡s ♥♦t
❛❧✇❛②s ❤♦❧❞ tr✉❡✳ ■❢ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡ ✐s ♥♦t ❧❛r❣❡ ❡♥♦✉❣❤✱ ✇❛t❡r ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ s✉r❢❛❝❡
♣♦r❡s ♠✐❣❤t ❝❧✉st❡r ✐♥ ♣✉❞❞❧❡s ♦r ❢♦r♠ ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ✢♦✇ ♦♥ ❛ ❤②❞r♦♣❤✐❧✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ✇❛t❡r r✐s❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ✇✐t❤
❛♥ ✉♣✇❛r❞s ❜❡♥t ♠❡♥✐s❝✉s ✐❢ ❛♥ ❛❞❡q✉❛t❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❤❛s ❡st❛❜❧✐s❤❡❞✳ ❲❤❡♥ t❤❡
t❤r❡❡✲♣❤❛s❡ ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡ r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✉♣♣❡r ❡♥❞ ♦❢ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡✱ ❛ ❞r♦♣ st❛rts t♦ ❢♦r♠
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❚❤❡s❡ ❞r♦♣s r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❢♦r ❣❛s❡♦✉s
♠❛ss ✢✉①❡s✳ ●r♦✇✐♥❣ ❞r♦♣s ❡✈❡♥t✉❛❧❧② t♦✉❝❤ ❛♥❞ ♠❡r❣❡ t♦ ❛ ✜❧♠ ✐❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉① ♦❢
✇❛t❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s s✉st❛✐♥❡❞✳
❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ t✇♦ s✉❜❞♦♠❛✐♥s ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✱ t❤❡s❡ ❞r♦♣s ✇♦✉❧❞ t❤❡♥ ❜❡❧♦♥❣ t♦ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✉s✐♥❣ ❛
♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇ ❞♦❡s
♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❞r♦♣s✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❞r♦♣❧❡t✲
r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ t❤❡ t❤✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ s✐♥❝❡ t❤❡② ❛✛❡❝t t❤❡
❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ■❢
❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ✜❧❧ ✇✐t❤ ✇❛t❡r ♦r ✐❢ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❧♠ ✢♦✇ ❡st❛❜❧✐s❤❡s✱ ❣❛s❡♦✉s ♠❛ss ✢✉①❡s
❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ ❡✈❡♥ ❜❧♦❝❦❡❞ ❝♦♠♣❧❡t❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤✐s ❡✛❡❝t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞
✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡✱ ♠✉❧t✐✲♣❤②s✐❝s ❝♦♥❝❡♣t t♦ t❛❦❡
t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❞r♦♣s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇
✐♥ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
✻✷ ✻ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇✐t❤ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❞♦♠❛✐♥ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❝♦✉♣❧❡❞
❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ♥❡✇ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ✐♥❝❧✉❞❡ ❞r♦♣s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✳
■t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮✱ s❤♦✇♥ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r
❧❡❢t ❝♦r♥❡r✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ t❛❦❡ ❛ ❝❧♦s❡r ❧♦♦❦ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t ❞②♥❛♠✐❝ ❞r♦♣❧❡t✲
r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✇❤✐❝❤ ♦❝❝✉r ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ✉♣♣❡r r✐❣❤t ❝♦r♥❡r
✭❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✮✳ ❲❡ t❤❡♥ ✐♥❝❧✉❞❡ t❤❡s❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ s✐♠♣❧❡ ✉♣s❝❛❧✐♥❣ t❡❝❤♥✐q✉❡✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛♥ ❛✈❡r❛❣❡❞
❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ s❝❤❡♠❛t✐❝❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r r✐❣❤t ❝♦r♥❡r✳ ❚❤✐s ❢✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ t♦ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤
✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥s ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡r ❧❡❢t
❝♦r♥❡r ♦❢ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❢♦r ❡①❛♠♣❧❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❜② ●❧äs❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✼❪
❢♦r ❢r❛❝t✉r❡s ✇✐t❤✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ❚❤❡② ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
♦✈❡r t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❛♣❡rt✉r❡ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❜② ♦♥❡✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ ❛♥ ✉♣s❝❛❧✐♥❣
❛♣♣r♦❛❝❤ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❞r♦♣s ❛♥❞ t❤❡✐r ❡✛❡❝t ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇
❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ✇✐t❤♦✉t r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s ❛♥②♠♦r❡✳
■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ s❡✈❡r❛❧
st❡♣s✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ✢✉①❡s ❛♥❞ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥
✻✳✶ P♦r❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✻✸
❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿ ❚❤r❡❡ ♣♦r❡ s❝❡♥❛r✐♦s ❢♦r t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ t♦ t❤❡
❘❊❱✲s❝❛❧❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ❢✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s t❛❦❡♥
✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥
✻✳✹✱ ✇❡ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜② ♦♥❡ ❛♥❞ ❛❞❛♣t t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❛r❡
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳ ❚❤❡ tr❛♥s♠✐ss✐♦♥ t♦ ❛ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳ ❆
s❤♦rt❡♥❡❞ ✈❡rs✐♦♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ t❤❡ t❤r❡❡✲❞♦♠❛✐♥ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧②
t♦ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❆❝❦❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✷✶❛❪✳
✻✳✶ P♦r❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
■❢ ❜♦t❤ ❣❛s ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❜❡❧♦✇ ❛ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡✱ t❤r❡❡
❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s ❛r❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✷✿
❛✮ ❚❤❡ ♣♦r❡ ✐s ❣❛s✲✜❧❧❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ❞✐r❡❝t ❣❛s ✢✉① ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞
❢r❡❡ ✢♦✇ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦r❡✳
❜✮ ❚❤❡ ♣♦r❡ ✐s ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞ ❛♥❞ ❛ ❞r♦♣ ❤❛s ❢♦r♠❡❞ ♦♥ t♦♣✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❧✐q✉✐❞ ✢✉① ❢r♦♠
t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ t❤r♦✉❣❤ t❤❡ ♣♦r❡ ✐♥t♦ t❤❡ ❞r♦♣ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡
❞r♦♣ ✐♥t♦ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇✳
❝✮ ❚❤❡ ♣♦r❡ ✐s ❣❛s✲✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐q✉✐❞ ♠❡♥✐s❝✉s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦
t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t❡s ❞✐r❡❝t❧② ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇✳
■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ❛s ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ t❤r❡❡ ❝❛s❡s
❝❛♥ ♦❝❝✉r s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦r❡s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✇❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ ❧✐q✉✐❞
♠❡♥✐s❝✉s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ ❛ ❣❛s✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡✳ ■❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ ✭✺✳✼✮ ✐s ♠❡t✱
❛ ❞r♦♣ ❢♦r♠s ❛♥❞ t❤❡ ♣♦r❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❛ ❣❛s❡♦✉s
✻✹ ✻ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
♠❛ss ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ t♦✇❛r❞s t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❞♦ ♥♦t ❞✐st✐♥❣✉✐s❤ ❜❡t✇❡❡♥
❛✐r ❢r♦♠ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s ♣❤❛s❡ ❛♥❞ ✇❛t❡r ✈❛♣♦r ❢r♦♠ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡✳
❉✉❡ t♦ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❢♦r❝❡s ♦r ❛ s✉✣❝✐❡♥t ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ t❤❡ ❧♦✇❡r
❡♥❞ ♦❢ ❛ ♣♦r❡✱ ❧✐q✉✐❞ ❝❛♥ ❡♥t❡r ❛ ❣❛s✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡ ❛♥❞ ❞✐s♣❧❛❝❡ t❤❡ ♣r❡s❡♥t ❣❛s✱ ♦r ✈✐❝❡ ✈❡rs❛✳
■♥ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r ❤❛s t♦ ♦✈❡r❝♦♠❡ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ❢♦r❝❡s ✇✐t❤
t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t t♦ ✐♥✈❛❞❡ ❛ ♣♦r❡✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❞r♦♣ ❣r♦✇t❤ ✉♥❞❡r ❛ ❝♦♥st❛♥t ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡✲
q✉❡♥❝❡✱ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❞r♦♣ ✐♥❝r❡❛s❡s ❛♥❞ ❝♦✈❡rs ♥♦t ♦♥❧② t❤❡ ♣♦r❡ t❤r♦❛t✱
❜✉t ❛❧s♦ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ s♦❧✐❞ s✉r❢❛❝❡✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ t❤❡ ❛r❡❛ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❧✐q✉✐❞ ♠❛ss ✢✉①
❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r❡ ❛♥❞ ❞r♦♣ ✐s st✐❧❧ A♣♦r❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❞r♦♣ r❛❞✐✉s r❞r♦♣ ♦r t❤❡
❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ V❞r♦♣ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ A
◦
❞r♦♣✱ ✇❤✐❝❤ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡
❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ r❛t❡✱ ❜❡❝♦♠❡s ❧❛r❣❡r ✇✐t❤ ❛♥ ✐♥❝r❡❛s✐♥❣ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡✳
❚♦ ❜❛❧❛♥❝❡ t❤❡ ✢✉①❡s ❛♥❞ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡s✱ ✇❡ ❞✐✈✐❞❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥ ✐♥t♦ ❢♦✉r ❝♦♠✲
♣❛rt♠❡♥ts ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿
❼ ✛ ✿ ❛ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥ Ω✛✱
❼ ✐❢ ✿ ❛ t❤✐♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❛②❡r ✇❤❡r❡ t❤❡ ❞r♦♣s ❣r♦✇ ✐♥t♦ ❛ ❢r❡❡✲✢♦✇ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣✱
❼ ❜♦t✿ ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s ❛s t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱
❼ ♣♠✿ ❛ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✇❤✐❝❤ ✐s t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠
❞♦♠❛✐♥ Ω♣♠✳
❚❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✛ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ♣♠ r❡♣r❡s❡♥t
❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❞♦♠❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t②
♦❢ ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ t♦♣ ❛♥❞ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸ ✐s ❣✐✈❡♥
❞✉❡ t♦ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❞❡♥s✐t✐❡s ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳
❲✐t❤ t❤❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✼✮✱ ✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤
♣♦r❡s ❛r❡ ✐♥✈❛❞❡❞ ❜② ❧✐q✉✐❞✳ ❲✐t❤ A♣♦r❡ = πr
2
♣♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛ss ✢✉①❡s ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ♣♠ ❛♥❞ t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s ❜♦t ❝❛♥ ❜❡ ✇r✐tt❡♥ ❛s










l A♣♦r❡ . ✭✻✳✶✮
✻✳✶ P♦r❡✲s❝❛❧❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✻✺
❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✿ ❆ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❢♦✉r ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✿ ✛ ❛♥❞ ♣♠ r❡♣r❡s❡♥t ❛✈❡r❛❣❡❞ ❘❊❱✲s❝❛❧❡
♠♦❞❡❧ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✱ ✇❤✐❧❡ ✐❢ ❛♥❞ ❜♦t r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡rs r❡❢❡r t♦
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
▼✉❧t✐♣❧②✐♥❣ t❤❡ ✢✉①❡s ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② Φ ❜r✐❞❣❡s t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥
t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s ❛♥❞ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠✳
❚❤❡ ♠❛ss ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❣❛s✲ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞
♣♦r❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✮✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣❤❛s❡ ✢✉①❡s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❡q✉❛❧ ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s✿











l A♣♦r❡ . ✭✻✳✷✮










✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s A♣♠g + A
♣♠
l = ΦAΓ✳
❚❤❡ s❛♠❡ ❛r❡❛s ❛r❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r t❤❡ ✢✉①❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐❢ ❛♥❞ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s ❜♦t✱
✻✻ ✻ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥








g ✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✶ r❡✈❡❛❧❡❞
❛ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ∆p♣♦r❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ ❛ ♣♦r❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s
❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s s♠❛❧❧ ❛♥❞ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s
❡q✉❛t✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛ss ✢✉①❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✐❢ ❛♥❞ ♣♠
❞✐r❡❝t❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❡❧✐♠✐♥❛t❡s t❤❡ ❜✉♥❞❧❡✲♦❢✲t✉❜❡s ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ❢r♦♠ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤
r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♠❛ss ✢✉① ❝♦♥t✐♥✉✐t②✿










l A♣♦r❡ . ✭✻✳✹✮
❋♦r t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ♠❛ss ✢✉①❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✐❢ ❛♥❞ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇
❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✛✱ ♦♥❧② t❤❡ ❣❛s ✢✉①❡s ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❜❛❧❛♥❝❡❞✳ ❆❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✱ ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ✢✉①❡s ❧❡❛✈✐♥❣ t❤❡ ❞r♦♣ ✇✐❧❧ ❡♥t❡r t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥✳ ■♥






g A♣♦r❡ + (❋❡✈❛♣ · ♥)A◦❞r♦♣ = − [(ϱg✈g) · ♥]✛AΓ . ✭✻✳✺✮
❚❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ✢✉① ❋❡✈❛♣ ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✸✳
❊q✉❛t✐♦♥s ✭✻✳✶✮ ❛♥❞ ✭✻✳✺✮ ❝❛♥ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣②
✢✉①❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳
❋♦r t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ♣♠ ❛♥❞ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s ❜♦t✱
t❤❡ ♠❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛s








p♣♦r❡l A♣♦r❡ . ✭✻✳✻✮
❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r❡ss✉r❡s t♦ ❜❡ ❡q✉❛❧ t♦ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ♣r❡ss✉r❡s✳
❇❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s ❜♦t ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✐❢✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r❡s✲









❲❤❡♥ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ∆p♣♦r❡ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ♣♦r❡s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢
♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡s ❝❛♥ ❛❧s♦ ❜❡ ❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜② s✉❜st✐t✉t✐♥❣
✻✳✷ ❚r❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r❡✲ t♦ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ✻✼
t❤❡ ♣♦r❡ ♣r❡ss✉r❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✻✮ ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r❡ss✉r❡s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✼✮✳ ■♥
s✉♠♠❛r②✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡s ❜❡t✇❡❡♥ ✐❢ ❛♥❞ ♣♠ ✐s
p♣♠g Ag + p
♣♠




l Al . ✭✻✳✽✮
❚❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ pc ❝❛♥ ❜❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♥✈❡rt t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣♦r❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥t♦ ❛ s✉♠ ♦❢
pc ❛♥❞ t❤❡ ❣❛s ♣♦r❡ ♣r❡ss✉r❡ ✈✐❛ pl = pg + pc✱ ②✐❡❧❞✐♥❣
p♣♠g Ag + (pg + pc)
♣♠Al = p
✐❢
gAg + (pg + pc)
✐❢Al
p♣♠g Ag + p
♣♠





p♣♠g (Ag + Al) + pcAl = p
✐❢




❋♦r t❤❡ ❢♦r❝❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✛ ❛♥❞ ✐❢✱ ✇❡ ❣❡t t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣✲
t✐♦♥ ♦❢ s♠❛❧❧ ♦r ③❡r♦ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t✿
[♥ · ((ϱg✈g✈Tg + pg■− µg(∇✈g +∇✈Tg ))♥)]✛AΓ = p✐❢gAΓ . ✭✻✳✶✵✮
✻✳✷ ❚r❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r❡✲ t♦ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡
❋♦r t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡✱ ✇❡ ✜rst ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡
t❤❡ ♣♦r❡ s✐③❡s t♦ r❡❞✉❝❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ♦❢ ❞r♦♣
❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❛r❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣
♦❢ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳
❚❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡ r❛❞✐✐ ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♥ ♣♦ss✐❜❧② ❧✐❡ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ s♣❛t✐❛❧ r❛♥❣❡
❛♥❞ ♦❝❝✉r ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡ ✈❛r✐❡t②✳ ❊✈❡♥ ✐❢ ❛❧❧ ♦❝❝✉rr✐♥❣ r❛❞✐✐ ✇❡r❡ ❦♥♦✇♥✱ ❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞r♦♣
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✼✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦r❡ r❛❞✐✉s ✇♦✉❧❞ ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧
❝♦sts✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❝❧✉st❡r ❛❧❧ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♣♦r❡ r❛❞✐✐ ✐♥ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ♣♦r❡
r❛❞✐✉s r̄♣♦r❡✳ ❲✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦r❡s ✐♥ ❛ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss nr̄♣♦r❡ ✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ ♦❢ ♣♦r❡s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ❛ ❝❡rt❛✐♥ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s fr̄♣♦r❡ =
ΦAΓ
nr̄♣♦r❡
A♣♦r❡✱ ❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ t❤❡
❞❡✜♥✐t✐♦♥s s♣❡❝✐✜❡❞ ❜② ❇❛❜❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✳ ❆♥ ❡①❛♠♣❧❡ ❢♦r ❛ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s
❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ r❡q✉✐r❡ ♦♥❧② ❢♦✉r ❡✈❛❧✉❛t✐♦♥s ♦❢ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✼✮✳ ❚❤❡
✻✽ ✻ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✹✿ ❘❡❛❧ ✭❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡✮ ❛♥❞ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❡❞ ✭r❡❝t❛♥❣❧❡s✮ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❧♦ss ♦❢ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ s✉❝❤ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤❡
s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✳
❚❤❡ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❡❞ ❤❡r❡ ❞✐✛❡rs ❢r♦♠ t❤❡ ♦♥❡ ✉s❡❞ ❜② ❇❛❜❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✳ ❆❢t❡r
❡✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✼✮ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss✱ t❤❡② ❝♦♠♣✉t❡ ❛♥
✉♣s❝❛❧❡❞ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❛s t❤❡ s✉♠ ♦❢ ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s✳ ❚❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥
✭✺✳✶✺✮ ✐s t❤❡♥ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ ✉♣s❝❛❧❡❞ ❞r♦♣ ♦♥❧②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛r❣❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢
s✉❝❤ ❛♥ ✉♣s❝❛❧❡❞ ❞r♦♣✱ t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❤❛♣♣❡♥s ❢♦r r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✳
■♥ ❝♦♥tr❛st✱ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❜② ❝♦♥s✐❞❡r✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛r❡❛s t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ F❞r❛❣✳
❉r♦♣s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t❧② s✐③❡❞ ♣♦r❡s ♠✐❣❤t ❢♦r♠ ❛♥❞ ❣r♦✇ ✇✐t❤ ❛ ❞❡❧❛② ✐♥ t✐♠❡✱ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡
❞❡t❛❝❤ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✱ ✇❤✐❝❤ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ♦✉r ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r ✇✐t❤✐♥ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❈♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s ✇❡r❡ ❛❧r❡❛❞② ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶ ❛s ❛
✜rst st❡♣ t♦✇❛r❞s ❛♥ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s✉❝❤ ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐ts❡❧❢ ✐s ♦♥❧②
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s ✐s ♥♦t ❡①♣❧✐❝✐t❧②
♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✳ ❚♦ ❜r✐❞❣❡ t❤❡ ❣❛♣ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t s♣❛t✐❛❧
s❝❛❧❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ♣♦r❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ♦♥ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡✳
❚♦ str❡ss t❤❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦r❡ r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ❞r♦♣
✻✳✷ ❚r❛♥s❢❡r ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r❡✲ t♦ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ✻✾
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✼✮ ❝❛♥ ❜❡ r❡❛rr❛♥❣❡❞ t♦ ②✐❡❧❞ ❛ ❝r✐t✐❝❛❧ r❛❞✐✉s r❝r✐t✿




❋♦r ❡❛❝❤ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss ✇❤❡r❡ r̄♣♦r❡ ❢✉❧✜❧❧s t❤✐s ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ❞r♦♣s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❢♦r♠ ♦♥
❛❧❧ nr̄♣♦r❡ ♣♦r❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛s ♦❢ t❤❡s❡ ♣♦r❡s ❛r❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ t♦ ❜❡





2 nr̄♣♦r❡ . ✭✻✳✶✷✮
■❢ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✻✳✶✶✮ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣♦r❡ r❛❞✐✐ r̄♣♦r❡ ♦❢ ❛❧❧ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ❛r❡❛
❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❣❛s❡♦✉s ♠❛ss ✢✉①❡s ✐s Ag = ΦAΓ − Al = 0✳
❆s s♦♦♥ ❛s ❞r♦♣s ❤❛✈❡ ❢♦r♠❡❞✱ t❤❡② ❣r♦✇ ❞✉❡ t♦ ❧✐q✉✐❞ ♠❛ss ✢✉①❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ❧✐q✉✐❞ ♠❛ss ✢✉① q♣♠l ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥t♦ t❤❡ ❞r♦♣s
❤❛s t♦ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ t♦ ❛❧❧ ♣♦r❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦




2 nr̄♣♦r❡ , ✭✻✳✶✸✮
✇❤❡r❡ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈l ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ∇pl ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞






■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s
♠❛ss ✢✉① ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ q✛ ❤❛s t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✱ t❤✐s ✢✉① ❝♦♥s✐sts ♦❢ t❤❡ ❣❛s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ t❤r♦✉❣❤ ❣❛s✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ✢✉①❡s✱ ✐✳ ❡✳ t❤❡ ✇❛t❡r ✈❛♣♦r
❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ t❤✐s ♠❛ss ✢✉① ✐s
③❡r♦ ✐♥ ❝❛s❡ ❛❧❧ ♣♦r❡s ❛r❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞✳
❚❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢❡❡❞✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ♠❛ss ✢✉①❡s
❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ❣❛s❡♦✉s ✢✉①❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇✱ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ❜❛❧❛♥❝❡✱ ❞r♦♣s ❝❛♥ s❤r✐♥❦✱ ❣r♦✇ ♦r ❤❛✈❡ ❛ ❝♦♥st❛♥t
✈♦❧✉♠❡✳ ❆ ❣r♦✇✐♥❣ ❞r♦♣ ❞❡t❛❝❤❡s ✐❢ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❡①❡rt❡❞ ❜② t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ✐s ❧❛r❣❡r t❤❛♥ t❤❡
✼✵ ✻ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
✭❛✮ ❚❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✐❢
✭❜✮ ❚✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✐❢
❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❢✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
s✉r❢❛❝❡✲t❡♥s✐♦♥ ❢♦r❝❡✱ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳ ❚❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❧♦ss❡s ❞✉❡ t♦
❞r♦♣ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❛r❡ tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❜② s✉♠♠✐♥❣ ✉♣ ❛❧❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r
✇❤✐❝❤ t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❘❊❱✳ ❲❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞r♦♣s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ❞❡t❛❝❤ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r❡s ❛♥❞ ❛r❡ tr❛♥s♣♦rt❡❞ ❛✇❛② ❜② t❤❡ ❢r❡❡
✢♦✇✱ ✇✐t❤♦✉t ❢✉rt❤❡r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s✳
✻✳✸ ❋✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❲✐t❤ t❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s t✇♦ s❡❝t✐♦♥s✱ ✇❡ ❞❡r✐✈❡ ❛ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❛
❢✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇❤❡r❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✶✱ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✐❢ ❝♦♥s✐sts ♦❢
❛ t❤✐♥ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ r❡❣✐♦♥ ♦♥❧②✳ ■t ✐s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ❜✉♥❞❧❡ ♦❢ t✉❜❡s ✐♥ t❤❡
t♦♣ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t♦ ❛ ❢r❡❡ ✢♦✇✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✱ ✐t
r❡s❡♠❜❧❡s t❤❡ ✐❢ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥t ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✸✳ ❋♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✱ s♦♠❡ ♣r♦❝❡ss❡s
❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ❢♦r t❤❡ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈❡rs✐♦♥ ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✐t ❤❛s
t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❛ r❡❛❧✐st✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♦❝❝✉rr✐♥❣ ♣r♦❝❡ss❡s r❡q✉✐r❡s ❛
t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳
✻✳✸✳✶ ❆ss✉♠♣t✐♦♥s
❲❤❡♥ ❞❡s❝r✐❜✐♥❣ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s✱ s❡✈❡r❛❧ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛♥❞ s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ❜❡✲
❝♦♠❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳ ■♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ t♦ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❜② ❇❛❜❡r ❬✷✵✶✹❪✱ ✇❡ ♠❛❦❡ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞r♦♣s✿
❼ st❛t✐❝ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
✻✳✸ ❋✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✼✶
❼ ❝♦♥st❛♥t ♣r❡ss✉r❡ ❛r♦✉♥❞ ❡❛❝❤ ❞r♦♣✱
❼ r❛♣✐❞ ♠✐①✐♥❣ ✭❝♦♥st❛♥t t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♠♦❧❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛♥❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥s✐❞❡ t❤❡ ❞r♦♣✮✱
❼ ❣r❛✈✐t② ❝❛♥ ❜❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱
❼ ❧❛♠✐♥❛r ✢♦✇ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱
❼ ❝♦♥st❛♥t ❝✉r✈❛t✉r❡ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡s✱
❼ s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞r♦♣s ✇✐t❤ ❝✐r❝✉❧❛r ❝♦♥t❛❝t ❧✐♥❡s✳
❚❤❡ ❧❛st ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✐s ❞r♦♣♣❡❞ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ r❡t❡♥t✐♦♥ ❢♦r❝❡ Fr❡t✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❝♦r✲
r❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❡q✉❛t✐♦♥s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❛♥❞ ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❛❞✈❛♥❝✐♥❣ θa
❛♥❞ r❡❝❡❞✐♥❣ θr ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡s ♦❢ ❛ ❞❡❢♦r♠❡❞ ❞r♦♣✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮ ✐s ✈❛❧✐❞ ❢♦r ❞❡❢♦r♠❡❞ ❞r♦♣s ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✺✳✷✱ ✇❡ ❛s✲
s✉♠❡ s♣❤❡r✐❝❛❧✱ ♥♦♥✲❞❡❢♦r♠✐♥❣ ❞r♦♣s t♦ s✐♠♣❧✐❢② t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❣❡♦♠❡tr✐❡s
❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❢♦r❝❡s✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛ ❞✉❡ t♦ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛r❡ ❛❧s♦
♥❡❣❧❡❝t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ✢✉①❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣ ✐♥t♦ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇✳
❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ❛r❡ ♥♦t ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✈❛❧✐❞ ❛♥②♠♦r❡ ❛s s♦♦♥ ❛s ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s
♦❝❝✉r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ✜❧♠ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛ ❝✉r✈❡❞ s✉r❢❛❝❡ ❜✉t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ✢❛t✳
✻✳✸✳✷ ❇❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s
❉❡r✐✈✐♥❣ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ r❡q✉✐r❡s t❤❡ ❞❡✜♥✐t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♥tr♦❧
✈♦❧✉♠❡ Ω✐❢✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ Ω✐❢ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✺✳ ❚❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ Ω✐❢ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ t❤❡ ❤❡✐❣❤t
h♠❛①❞r♦♣ ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞r♦♣✱ ✇❤✐❝❤ ❢♦r♠s ♦♥ t❤❡ ❧❛r❣❡st ♣♦r❡✳ ❚❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢































✼✷ ✻ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥s Sα ❛r❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞
r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ✈♦❧✉♠❡ ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❤❛s❡ α✳ ❚❤❡ ❧✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥
Sl ❞✐r❡❝t❧② ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡s❡♥t ✐♥ Ω ✈✐❛ Sl =
∑︁
V❞r♦♣/|Ω|✳ ❲❡
❛ss✉♠❡ ❛ ♣♦r♦s✐t② ♦❢ Φ = 1 ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❜❡❝❛✉s❡ ♥♦ s♦❧✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ✐s ♦♠✐tt❡❞ ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s✳ ❆♣♣❧②✐♥❣ t❤❡ ●❛✉ÿ t❤❡♦r❡♠


















❚❤❡ ✜rst t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ st♦r❛❣❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❣❛s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡
s❡❝♦♥❞ t❡r♠ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ♠❛ss ✢✉①❡s ❛♥❞ ❝❛♥ ❜❡ ❞✐✈✐❞❡❞ ✐♥t♦ ✢✉① t❡r♠s ❛❝r♦ss t❤❡


















(❋α ·♥)dS . ✭✻✳✶✽✮
■♥ t❤❡ ❝♦♥t❡①t ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠✱ t❤❡ ♠❛ss ✢✉①❡s ❛❝r♦ss
Γt♦♣ ❡q✉❛❧ t❤❡ ♠❛ss ✢✉①❡s ❡♥t❡r✐♥❣ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥ q✛✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✺✮✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② ❣❛s❡♦✉s ♠❛ss ✢✉①❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❆♥❛❧♦❣♦✉s❧②✱ t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r②
Γ❜♦tt♦♠ ✐s s❤❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❛❧❧♦✇s t❤❡ tr❛♥s❢❡r ♦❢ ❣❛s❡♦✉s ❛s
✇❡❧❧ ❛s ❧✐q✉✐❞ ♠❛tt❡r ✇✐t❤ q♣♠ = q♣♠l + q
♣♠
g ✱ s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✹✮✳
■❢ ✢♦✇ t❛♥❣❡♥t✐❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ t❤❡ ♠❛ss ✢✉①❡s ❛❝r♦ss ❛❧❧ ❧❛t❡r❛❧ ❜♦✉♥❞✲
❛r✐❡s Γ❧❛t❡r❛❧ ❛r❡ ③❡r♦✳ ❖t❤❡r✇✐s❡✱ ❧❛t❡r❛❧ ♠❛ss ✢✉①❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞✉❡ t♦ ♣r❡ss✉r❡
❣r❛❞✐❡♥ts ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦✱ ❛ s✐♠♣❧❡ ♠❡r❣✐♥❣








t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ t♦✉❝❤ ❛♥❞ ♠❡r❣❡✱ r❡s✉❧t✐♥❣ ✐♥ ❛ t❤✐♥ ✜❧♠ ✢♦✇✳
❚❤✐s ✜❧♠ ❝❛♥ ♦♥❧② ♣❡rs✐st ♦♥ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ s✉r❢❛❝❡ ✐❢ ✐t ✐s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ❢❡❞ ✇✐t❤ ✇❛t❡r
❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❜❡❧♦✇✳ ❚❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❛t✉r❛t✐♦♥ S♠❡r❣❡l s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞





(∇pα − ϱαg) , ✭✻✳✷✵✮




✻✳✸ ❋✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✼✸
❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✿ ❚❤❡ kr − Sl r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❢♦r ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ✇✐t❤ ❛♥ ❡①❡♠♣❧❛r② ✈❛❧✉❡ ♦❢ S♠❡r❣❡l = 0.5
❛♥❛❧♦❣♦✉s t♦ ♣✐♣❡ ✢♦✇✳ ❖❢ ❝♦✉rs❡✱ t❤❡ ✜❧♠ ❤❛s ❛♥ ♦♣❡♥ s✉r❢❛❝❡ ♦♥ t♦♣ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ ✇❛❧❧
❜♦✉♥❞❛r② ❛s ❛ss✉♠❡❞ ❢♦r ♣✐♣❡ ✢♦✇✳ ◆❡✈❡rt❤❡❧❡ss✱ ✇❡ ✇✐❧❧ ✉s❡ t❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ✉♥t✐❧ ✇❡
❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ ♠♦r❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t②





0 Sl ≤ S♠❡r❣❡l




■♥❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✜❧♠ ✢♦✇✱ ❣❛s❡♦✉s ♠❛ss ✢✉① ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
■ts r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❞♦❡s t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ S♠❡r❣❡l ✿
krg = (1− S2l )(2(Sl + 2)− 3
µl(1− S2l ) + µgS2l
µl(1− Sl) + µgSl
. ✭✻✳✷✷✮
❚❤❡ kr − Sl r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✻ ❛♥❞ ✇❡r❡ r❡❝❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡
❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❍②❞r♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❍②❞r♦s②st❡♠s ✭❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t✉tt❣❛rt✮
❜② ❈❛r✐♥❛ ❇r✐♥❣❡❞❛❧ ❛♥❞ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❆❝❦❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✷✶❛❪✳ ❚❤❡② ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞
❛♥❛❧②t✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ❤♦♠♦❣❡♥✐③❛t✐♦♥ t❡❝❤♥✐q✉❡ ✈✐❛ ❛s②♠♣t♦t✐❝ ❡①♣❛♥s✐♦♥s✳
❙✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ♠❛ss ❜❛❧❛♥❝❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✶✺✮✱ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛ss



























❋♦r t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✢✉① t❡r♠s✱ t❤❡ s❛♠❡ r❡str✐❝t✐♦♥s ❛s ❢♦r t❤❡ t♦t❛❧
♠❛ss ✢✉① ❛♣♣❧②✳ ■❢ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱ ❛❧❧ ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s Γ❧❛t❡r❛❧
❛r❡ ③❡r♦✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t ♠❛ss ✢✉①❡s ❋κα ❛❝r♦ss t❤❡ r❡♠❛✐♥✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❝♦♥s✐st ♦❢
❛❞✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❞✐✛✉s✐✈❡ ✢✉①❡s ❢♦r ❝♦♠♣♦♥❡♥t tr❛♥s♣♦rt ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✸✮✳ ■♥ ❊q✉❛t✐♦♥
✭✻✳✷✹✮✱ t❤❡ ❤❡❛t ✢✉①❡s ❋Tα ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ ❛❞✈❡❝t✐✈❡ ❛♥❞ ❝♦♥❞✉❝t✐✈❡ ✢✉①❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
✻✳✹ ▲♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❙✐♥❝❡ t❤❡ ❢✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ♦❢ ❞r♦♣ ❤❡✐❣❤t h♠❛①❞r♦♣✱ ✐t ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞ ✇✐t❤ ❛ ✜♥❡ ❣r✐❞ ✐♥ t❤❡
②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❖♥❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❡♥♦✉❣❤
t♦ ❝❛♣t✉r❡ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❛❞❥❛❝❡♥t ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ t❤❡
❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s ❞❡r✐✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡❞✉❝❡ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❝♦sts ❛♥❞ s✐♠♣❧✐❢②
t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ ✐s t❤❡♥ ❞❡✜♥❡❞ ❛s t❤❡ ✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥s✿ Γ = Ω̄
✛ ∩ Ω̄♣♠✳








(∇ · ❋α) = q✛ + q♣♠ − q❞❡t❛❝❤ . ✭✻✳✷✺✮
❚❤❡ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ❤❛✈❡ ❛♥② ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡✲
✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲❞♦♠❛✐♥ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❛s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss ✇✐t❤ t❤❡s❡ t✇♦ ❞♦♠❛✐♥s ❤❛s t♦ ❜❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ s✐♥❦✴s♦✉r❝❡ t❡r♠s
q✛ ❛♥❞ q♣♠ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✲❤❛♥❞ s✐❞❡✱ s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✺✳ ❚❤❡ ❧❛st s✐♥❦ t❡r♠ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡










✻✳✹ ▲♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✼✺
❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✿ ❚❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✢✉①❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❞♦✲
♠❛✐♥s ♦❝❝✉r ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❜❧✉❡ ❛rr♦✇s✱ ✇❤✐❝❤ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦✐♥❝✐❞❡
✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐ts❡❧❢✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s✱ ❛❧❧ ✈♦❧✉♠❡✲r❡❧❛t❡❞ t❡r♠s ❛r❡ ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② ❡①tr✉s✐♦♥
❢❛❝t♦rs t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ ❝♦♥s✐st❡♥❝② ✐♥ t❤❡ ✉♥✐ts✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡s❡ ❢❛❝t♦rs ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✇✐t❤ t❤❡
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✸✳
❇♦t❤ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ♠❛❞❡ ✉♣ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ✇❛t❡r w ❛♥❞ ❛✐r a✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❝♦♠♣♦♥❡♥t















✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✳











■❢ ❧❛t❡r❛❧ ♠❛ss ✢✉①❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✻✳✷✵✮ ✇✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ ♠❛ss










✇❤❡r❡ A✐❢ ✐s t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❋♦r ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ✐s ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ❡①tr✉s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ξ1D ✭s❡❡
❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✸✮✳ ❚❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ♠❛ss ✢✉①❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ ♣❛r❛❧❧❡❧ t♦ t❤❡ t❛♥❣❡♥t✐❛❧
✈❡❝t♦rs ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❞♦♠❛✐♥ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ✇❤✐❝❤ ❝♦✐♥❝✐❞❡ ✇✐t❤ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ Γ✳
✼✻ ✻ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
✻✳✺ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❲✐t❤ t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱
✐t ✐s ♣♦ss✐❜❧❡ t♦ ❢♦r♠✉❧❛t❡ ❛ t❤r❡❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❍❡r❡✱ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss✱
♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ t❤❡ t✇♦✲❞♦♠❛✐♥
❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ ♥♦t ❞✐r❡❝t❧② ❝♦✉♣❧❡❞ ✇✐t❤
❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ ❜✉t ✐♥t❡r❛❝t ✈✐❛ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳
❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛❝r♦ss t❤❡ ❣❛s❡♦✉s✲ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡s✱ ✇❤♦s❡ ❝r♦ss✲
s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛s ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✉♣ t♦ Ag ❛♥❞ Al ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✷✳ ■♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ✐♥t❡❣r❛❧s ❛r❡ ♦♥❧② ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛❢t❡r ❛❧❧ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ t❡r♠s ❛r❡
❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♠❛ss ❛♥❞ ❤❡❛t ✢✉① t❡r♠s ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞
❜② t❤❡ ❛r❡❛ AΓ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ✇❡ ♥❡❡❞ t♦ ✉s❡ r❡❧❛t✐✈❡ ✈❛❧✉❡s ✐♥st❡❛❞
♦❢ ❛❜s♦❧✉t❡ ❛r❡❛s ✐♥ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❢❛❝t t❤❛t ♥♦t t❤❡ ✇❤♦❧❡ ❛r❡❛









❚❤❡s❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥s ❛r❡ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞r♦♣s ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛ss ✢✉①❡s✿
q✛ = [(ϱg✈g) · ♥]✛AΓ , ✭✻✳✸✸✮
q♣♠ = [(ϱg✈g) · ♥]♣♠ agAΓ + [(ϱl✈l) · ♥]♣♠ alAΓ . ✭✻✳✸✹✮
❚❤❡ ✇❛t❡r ✢♦✇✐♥❣ ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛❝r♦ss t❤❡ ❧✐q✉✐❞✲
❝♦✈❡r❡❞ ❛r❡❛ alAΓ ❢❡❡❞s t❤❡ ❞r♦♣✳ ❚❤✐s ♠❛ss ✢✉① ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s q
♣♠
l = [(ϱl✈l) · ♥]♣♠ alAΓ
❛♥❞ ♠❛t❝❤❡s t❤❡ ♠❛ss ✢✉① ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✷✶✮✳ ❖❜✈✐♦✉s❧②✱ t❤❡s❡ ✢✉①❡s ❛r❡ ③❡r♦ ✐❢ ♥♦ ❞r♦♣
✐s ♣r❡s❡♥t ❛♥❞ al = 0✳ ■♥ t❤❛t ❝❛s❡✱ t❤❡ ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥ ❢♦r ❣❛s ✢✉① ✐s ag = 1
❛♥❞ q♣♠ = [(ϱg✈g) · ♥]♣♠AΓ✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ ♠❛ss ✢✉① ✐♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥❝❡♣t✱ s❡❡ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✹✳✷✶✮✳
✻✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✼✼
❆❞❞✐♥❣ t❤❡s❡ ♠❛ss ✢✉①❡s t♦ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ✉♣s❝❛❧❡❞ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ✐♥ t❤❡ ❞r♦♣ ❞♦♠❛✐♥ ②✐❡❧❞s
t❤❡ ♥❡✇ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡✿






❲✐t❤ t❤✐s ❝♦♥❝❡♣t✱ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❝♦♥t❛✐♥ t✇♦ ✉♣s❝❛❧❡❞ q✉❛♥t✐t✐❡s
✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦❝❡ss❡s✿ t❤❡ r❛t✐♦ ♦❢ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡s
❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ al ❛♥❞ t❤❡ ♣r♦♣♦rt✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ t❤❛t ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r
❣❛s ❡①❝❤❛♥❣❡ ag✳ ❚❤❡s❡ q✉❛♥t✐t✐❡s ❞♦ ♥♦t r❡s♦❧✈❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s✱ ❜✉t ❤❡❧♣ t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ❞r♦♣s✬ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s✳ ❚❤❡ ❢r❛❝t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♠♦st❧② ♦♥
t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡✱ ✇❤✐❝❤ ✐ts❡❧❢ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞
❞❡t❛❝❤♠❡♥t ♣r♦❝❡ss❡s✳ ❲❡ ♥❡❣❧❡❝t t❤❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣r♦❝❡ss ✐♥ ♦✉r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✱ s✐♥❝❡
✐t ❞♦❡s ♥♦t ❝❤❛♥❣❡ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❢♦r ❧✐q✉✐❞ ✢✉①❡s ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
✐♥t♦ t❤❡ ❞r♦♣✳
✻✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✶✱ ✸✳✷ ❛♥❞ ✻✳✹ ❛r❡ ♥♦✇ ❝♦♠❜✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✹✳✷ ❛♥❞ ✻✳✺✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ♦❢ t❤❡ ❢♦r♠
❏(✉) · ✉ = ❘✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② ✇✐t❤ ❛ ♠♦♥♦❧✐t❤✐❝ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❆ s❝❤❡♠❛t✐❝
✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ s②st❡♠✬s ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❏(✉) ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✳ ❚❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❛♣✲
♣r♦♣r✐❛t❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ✐♥ s♣❛❝❡ ❛♥❞ t✐♠❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t ❤❛♥❞✳ ■♥ t❤❡
❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ✉s❡ t❤❡ s❛♠❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥s ❛s ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ♣r❡s❡♥t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳ ❋♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ ❝❡❧❧✲❝❡♥t❡r❡❞ t✇♦✲♣♦✐♥t ✢✉① ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ✐s
❛♣♣❧✐❡❞ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❞♦♠❛✐♥✳ ❋♦r ❡❛❝❤ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥✱ ❛♣♣r♦✲
♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ s❡t✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝❤♦✐❝❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ t❡st ❝❛s❡s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ ❢❡✇ ❣❡♥❡r❛❧ ✐s✲
s✉❡s r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥❝❡♣t ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞✳
✻✳✻✳✶ Pr❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ❛♥❞ r❡s✉❧t✐♥❣ ✢✉①❡s
❋♦r t❤❡ ❝♦♥s❡r✈❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ st♦r❛❣❡
✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡✱ t❤❡ ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛♥❞ t❤❡ s♦✉r❝❡s ✇✐t❤✐♥ ❡❛❝❤
✼✽ ✻ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✿ ❙❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ❢♦r t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ s②st❡♠ ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✇✐t❤ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ s✉❜♠❛tr✐❝❡s ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇✱ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ s✉❜❞♦♠❛✐♥s
❛♥❞ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣s
❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✿ ▲♦❝❛t✐♦♥s ✇❤❡r❡ t❤❡ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡ ✐s st♦r❡❞ ✭❝✐r❝❧❡s✮ ❛♥❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ✭sq✉❛r❡s✮
❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞✳ ❚❤❡ ♠❛ss ✢✉① t❡r♠s ❛❝r♦ss t❤❡ ❢❛❝❡s ❛r❡ s✉♠♠❡❞
✉♣ t♦ t❤❡ t♦t❛❧ ✢✉① q ❛s
q = q♣♠ + q✛ + q✐❢❧❛t❡r❛❧. ✭✻✳✸✻✮
❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ✉♣♣❡r ❛♥❞ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ❤❛✈❡ t♦ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞
❛s s✐♥❦✴s♦✉r❝❡ t❡r♠s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✼✳ ❋❧✉①❡s ❛❝r♦ss r❡❛❧
❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❛r❡ r❡❢❡rr❡❞ t♦ ❛s ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳
❋❧✉① ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ❢r❡❡ ✢♦✇
❉✉❡ t♦ t❤❡ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✶✮✱ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t
♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✈✛g ♥♦r♠❛❧ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s st♦r❡❞ ♦♥ t❤❡ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❢❛❝❡ ♦❢ t❤❡






g ) · ♥✛AΓ . ✭✻✳✸✼✮
✻✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✼✾
❋❧✉① ❜❡t✇❡❡♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
❋♦r t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❛ ❝❡❧❧✲❝❡♥t❡r❡❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ s❝❤❡♠❡ ✐s ✉s❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ Ω♣♠ ❛r❡ ♥♦t ❣✐✈❡♥ ❛♥❞ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❣r❛❞✐❡♥ts✳ ❚❤❡ ❧♦❝❛t✐♦♥s ♦❢ st♦r❡❞ ❛♥❞ ❡①tr❛♣♦❧❛t❡❞ ♣r❡ss✉r❡
✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✾✳
❚❤❡ ❣❛s❡♦✉s ♠❛ss ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ t♦✇❛r❞s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❞r✐✈❡♥ ❜② t❤❡











❈♦♠❜✐♥✐♥❣ t❤❡s❡ t✇♦ ❣r❛❞✐❡♥ts ✐♥ ♦r❞❡r t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♠❛ss ✢✉① ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠





s✐♥❝❡ t❤❡ ❝❡❧❧ ❝❡♥t❡r ❛♥❞ ❡❞❣❡ ♦❢ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥t ❝♦✐♥❝✐❞❡
✭h = h♣♠ + h✐❢ = h♣♠ + 0 = h♣♠✮✳ ■❢ ❛ ❞r♦♣ ❡①✐sts ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱ t❤❡ s❛♠❡





❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s p✐❢✱♣♠g ❛♥❞ p
✐❢✱♣♠
l ❛r❡ ❡❧✐♠✐♥❛t❡❞✳
❋❧✉① ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❋♦r t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ❧❛t❡r❛❧ ♠❛ss ✢✉①❡s✱ ✇❡ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ♣❤❛s❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ ❉❛r❝②✬s
❧❛✇✳ ❚❤✐s ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ❛❧❧♦✇s t♦ t❛❦❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦t❤❡r ♣❤❛s❡ ♦♥ t❤❡
✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ r❡❧❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② krα✳
✽✵ ✻ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
















✇❤❡r❡ A✐❢n ✐s t❤❡ ❛r❡❛ ❜❡t✇❡❡♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❡❧❡♠❡♥ts ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥❞✐❝❡s i
❛♥❞ i− 1✳
❲❡ ❞❡✜♥❡ t❤❡ ♠♦❜✐❧✐t② λα =
krα
µα
t♦ ❜❡ ❞❡♣❡♥❞❡♥t ♦♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ Sl ✇✐t❤ t❤❡
Sl − krα✲r❡❧❛t✐♦♥s❤✐♣s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸ ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✻✮✳ ❚❤❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r S♠❡r❣❡l
❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧❧② ❛♥❞ ✇✐❧❧ ♦♥❧② ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ✇✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✳
✻✳✻✳✷ ❯♣s❝❛❧✐♥❣
❇❛❜❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪ ❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ ✉♣s❝❛❧❡❞ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ s❡✈❡r❛❧ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s t♦ ❢♦r♠ ♦♥❡
❧❛r❣❡ ❞r♦♣ ✇✐t❤✐♥ ❛ ❞r♦♣ ❞♦♠❛✐♥ Ω❘❊❱❞r♦♣ ✳ ❚❤❡ ❞r♦♣ r❛❞✐✉s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❛r❡❛ ❢r❛❝t✐♦♥s ag
❛♥❞ a❞r♦♣ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❢♦r t❤❡ ❧❛r❣❡ ❞r♦♣ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♥❣ ❝❡❧❧s
t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠❛ss ✢✉①❡s✳ ❚❤✐s ❞♦❡s ♥♦t ❛❧❧♦✇ t♦ t❛❦❡ t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ♣♦r❡ r❛❞✐✐ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✇♦r❦✱ ♦♥❡ ✉♣s❝❛❧❡❞ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ✐s ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞✳ ❲❡ s✉♠ ✉♣ t❤❡
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s t❤❛t ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡ ❢♦r ❡❛❝❤ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss❡s t♦ ❛ ❣❧♦❜❛❧
❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ V s✉♠❞r♦♣ ✳ ■♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ❢❛t❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❡❛♥ ♣♦r❡ r❛❞✐✉s r̄♣♦r❡ ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ ✉♣s❝❛❧❡❞ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ✉♣❞❛t❡❞
❛❝❝♦r❞✐♥❣❧②✱ ❛♥❞ t❤❡♥ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✐♥❦ t❡r♠ ✇❤✐❝❤ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❞❡t❛❝❤❡❞
❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡✳ ❲✐t❤ t❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ❜r♦❛❞❡r ✈❛r✐❡t② ♦❢ ❞r♦♣ s✐③❡s ❝❛♥ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✐♥❝❡ ✇❡ ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ t♦ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s
♦✈❡r s❡✈❡r❛❧ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s✳
✻✳✻✳✸ ❊①tr✉s✐♦♥ ❢❛❝t♦rs
❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥s ❛r❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❧② ❢♦r✲
♠✉❧❛t❡❞ ❢♦r t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❝♦♥tr♦❧ ✈♦❧✉♠❡s✳ ■♥tr✐♥s✐❝ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s s✉❝❤ ❛s ❞❡♥s✐t②
✭♠❛ss ♣❡r ✈♦❧✉♠❡✮ ❛r❡ ❛❧s♦ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥ ❛ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✇❛②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛❧❧ ♦♥❡✲ ♦r
t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ ❡①♣❛♥❞❡❞ t♦ t❤r❡❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ❜② s♦✲❝❛❧❧❡❞ ❡①tr✉s✐♦♥
❢❛❝t♦rs ✐♥ ❉✉▼✉x✱ ♦✉r ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ✭s❡❡ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✸✮✳
✻✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✽✶
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✿ ❊①tr✉s✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❢♦r ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s
❚❤❡ ❡①tr✉s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ξ2D ♦❢ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s t❤❡ ✉♥✐t m✱ ❛♥❞ ❡①tr✉❞❡s
t❤❡ ❞♦♠❛✐♥ ❜② t❤❡ ❧❡♥❣t❤ ξ2D ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮✳ ❆ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧
❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡①tr✉❞❡❞ ❜② ❛ ❢❛❝t♦r ξ1D ✇✐t❤ t❤❡ ✉♥✐t m
2✱ ✇❤✐❝❤ r❡♣r❡s❡♥ts ❛♥ ❡①tr✉s✐♦♥ ✐♥
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ✭②✲ ❛♥❞ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✮ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s✱ t❤❛t
t❤❡ ❝r♦ss✲s❡❝t✐♦♥❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ♥♦✇ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡q✉❛❧ t♦ ξ1D✳ ❚❤❡s❡
❢❛❝t♦rs ❛r❡ ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✈♦❧✉♠❡s ✇❤❡♥ ✐♥t❡❣r❛t✐♥❣ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥tr♦❧
✈♦❧✉♠❡s t♦ ❛ss❡♠❜❧❡ t❤❡ ❧♦❝❛❧ r❡s✐❞✉❛❧s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡
st✐❧❧ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ♦♥❡✲ ❛♥❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
❲❤❡♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥s ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ❞✐♠❡♥s✐♦♥s✱ t❤❡ ❡①tr✉s✐♦♥ ❢❛❝t♦rs ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
❝❤♦s❡♥ ✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ✇❛②✳ ■♥ ♦✉r ❝❛s❡✱ t❤❡ ❡①tr✉s✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ②✲
❞✐r❡❝t✐♦♥ ✐s ♣r❡s❝r✐❜❡❞ ❜② t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❜✐❣❣❡st ❞r♦♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❡①tr✉s✐♦♥ ❢❛❝t♦r
❢♦r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ❛s ξ1D = h❞r♦♣ · ξ2D✱ s✉❝❤ t❤❛t ❛❧❧ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡
❡①tr✉❞❡❞ ❡q✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✵✳
✻✳✻✳✹ ❲♦r❦✢♦✇
■♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱ t❤❡ ◆❡✇t♦♥ s♦❧✈❡r s♦❧✈❡s t❤❡ ❣❧♦❜❛❧ ♥♦♥❧✐♥❡❛r s②st❡♠ ✇✐t❤ t❤❡ t❤r❡❡✲
❞♦♠❛✐♥ ❏❛❝♦❜✐❛♥ ♠❛tr✐① ✭❋✐❣✉r❡ ✻✳✽✮ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥
❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✸✳✷✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡
s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✳ ❊❛❝❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ✐s ❝♦✉♣❧❡❞ t♦ ♦♥❡ ❢r❡❡✲✢♦✇
❛♥❞ ♦♥❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ✐s tr❡❛t❡❞ ❛s ❛♥
❘❊❱ ✇✐t❤ s❡✈❡r❛❧ ♣♦r❡s✱ ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣r♦❜❧❡♠ ❛t
❤❛♥❞✳
✽✷ ✻ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❚❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❢♦r ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣ ✐s
✶✳ s♦❧✈❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ♣r♦❜❧❡♠ ✇✐t❤ ag ❛♥❞ al ❢r♦♠ ♣r❡✈✐♦✉s t✐♠❡ st❡♣✱
✷✳ ❡✈❛❧✉❛t❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✇✐t❤ ♣r❡ss✉r❡s ❛♥❞ ✢✉①❡s ❢r♦♠
❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✱
✸✳ ✉♣❞❛t❡ ag ❛♥❞ al ❢♦r t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣✳
❚❤❡ ✇♦r❦✢♦✇ ❢♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ st❡♣ ✐♥ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✻✳✶✶✳
■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡ ✇♦r❦✢♦✇ ❜❡❝♦♠❡s ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❛s ❢♦r ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss✱ ✇❡ ♦♠✐t t❤❡ ❞❡t❛✐❧s ❤❡r❡✳
❙✉♠♠❛r②
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ ✐♥❝❧✉❞❡s ❞r♦♣s ✐♥ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧
❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②s✲
t❡♠ ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉✐t② ♦❢ ✢✉①❡s ❛♥❞ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ♥♦r♠❛❧ ❢♦r❝❡s ❢♦r
❞r♦♣s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ♦♥
t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✐s tr❛♥s❢❡rr❡❞ t♦ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡ t♦ ♦❜✲
t❛✐♥ ❛ ❝♦♥s✐st❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❇❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r ❛ ❢✉❧❧✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡
❢♦r♠✉❧❛t❡❞ ❛♥❞ t❤❡♥ r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ s✐♥❝❡ ✐t ✐s ♥♦t ♥❡❝❡ss❛r② t♦ r❡s♦❧✈❡ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ◆♦t ♦♥❧② ✈❡rt✐❝❛❧ ♠❛ss ✢✉①❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❜✉t ❛❧s♦ ❧❛t❡r❛❧ ♠❛ss ✢✉①❡s
❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ♠❡r❣✐♥❣ ❞r♦♣s✳ ❚❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r ♠❛ss✱
♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❛r❡ t❛❦❡♥ ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ t♦ t❛❦❡
t❤❡ ❞r♦♣s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤❡ ❧❛st s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥❡❝❡ss❛r② ❡①t❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ✇♦r❦✢♦✇ t♦ ✐♥t❡❣r❛t❡ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥s ✐♥t♦
t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳
✻✳✻ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✽✸
❋✐❣✉r❡ ✻✳✶✶✿ ❲♦r❦✢♦✇ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ❝❡❧❧

✼ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛
♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥
❯♣s❝❛❧✐♥❣ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✐♥❡✈✐t❛❜❧② ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❧♦ss ✐♥ ♣♦r❡✲
s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❆s ❛♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ ✇❡ ♣r❡s❡♥t ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✐♥ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s
♦♥ ❜♦t❤ s❝❛❧❡s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❲❤✐❧❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡
❞❡s❝r✐❜❡❞ ♦♥ t❤❡ ❘❊❱✲s❝❛❧❡✱ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ♦♥ t❤❡
♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s✳ ❚❤✐s ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❛s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❛ ❥♦✐♥t ✇♦r❦ ✇✐t❤ ▲✉❦❛s ❖str♦✇s❦✐ ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❢r❛♠❡✇♦r❦ ♦❢ t❤❡ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧
❘❡s❡❛r❝❤ ❚r❛✐♥✐♥❣ ●r♦✉♣ ❉❘❖P■❚ ✯✳ ❚❤❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❛r❡
❛❧s♦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✐♥ ❆❝❦❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✷✶❝❪✳
❆♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✲
✐♥❣✳ ❚✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✐s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛
❣❛s ♣❤❛s❡ ♦♥❧②✳ ❲❡ r❡❢❡r t♦ t❤❡ ❣❛s❡♦✉s ♣❤❛s❡ ❛s ✈❛♣♦r ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ str❡ss t❤❛t
❜♦t❤ ♣❤❛s❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✳
■♥ t❤✐s ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❞r♦♣s ❛t t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✳ ■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ✐❞❡❛ ✇❛s t♦
♠♦❞❡❧ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ❛s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✐ss✉❡s ❛r✐s❡ ✇❤❡♥ ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ t❤❡
♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡✐r ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞s✱ t❤❡ ♠♦❞❡❧s
❞✐✛❡r ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ s❡✈❡r❛❧ ✐ss✉❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❛♥❞ r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✷✳
❲✐t❤ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s t❤❡ ♠♦❞❡❧s ❜❡❝♦♠❡ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡✱ ❛♥❞ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢
♠❛ss ❛♥❞ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❝❛❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t
♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✸✳ ❉❡t❛✐❧s ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❡❝❤♥✐❝❛❧
❛s♣❡❝ts ❛r❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✹✳
✯❤tt♣s✿✴✴✇✇✇✳♣r♦❥❡❝t✳✉♥✐✲st✉tt❣❛rt✳❞❡✴❞r♦♣✐t✴










❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✿ P❤❛s❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✿ P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥
✼✳✶ P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ r❡♣r❡s❡♥ts ❛ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ✇❤✐❝❤ ✇❡ ❛♣♣❧② t♦ ♠♦❞❡❧
t❤❡ ♠✉❧t✐✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✳ ■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ s❤❛r♣✲
✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ❞✐✛✉s❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❛❜❧❡ t♦ ❤❛♥❞❧❡ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦r♣❤♦❧♦✲
❣✐❡s ♦r t♦♣♦❧♦❣✐❝❛❧ ❝❤❛♥❣❡s✳ ❆ ❝♦♠♣r❡❤❡♥s✐✈❡ r❡✈✐❡✇ ♦♥ ❞✐✛✉s❡✲✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s ✐s ❣✐✈❡♥
❜② ❆♥❞❡rs♦♥ ❡t ❛❧✳ ❬✶✾✾✽❪✳
■♥ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ❛ tr❛♥s✐t✐♦♥ r❡❣✐♦♥ ♦❢ t❤✐❝❦♥❡ss xtr❛♥s > 0 ❜❡t✇❡❡♥ ✈❛♣♦r ❛♥❞
❧✐q✉✐❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s❤❛r♣ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡ s♠♦♦t❤ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❢r♦♠ ✈❛♣♦r
t♦ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ✈✐❝❡ ✈❡rs❛ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ φ ∈ [0, 1] ❛s
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✶✳ ■❢ φ = 1✱ ♦♥❧② t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s ♣r❡s❡♥t✱ ❢♦r φ = 0 ♦♥❧② ✈❛♣♦r
❡①✐sts✳ ❚❤❡ ③♦♥❡ ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥ ✇✐t❤ 0 < φ < 1 ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛ ❞✐✛✉s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ r❡❣✐♦♥
✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣❤❛s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t✳ P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ ❛♥ ❡♥❡r❣② ♣r✐♥❝✐♣❧❡✱ ❢✉❧✜❧❧
t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❧❛✇ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ❡♥tr♦♣② ✐♥❡q✉❛❧✐t②✳ ❋✉rt❤❡r
❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❜❛❝❦❣r♦✉♥❞ ♦❢ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧s ✐♥ ❣❡♥❡r❛❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜②
❈❛❤♥ ❛♥❞ ❍✐❧❧✐❛r❞ ❬✶✾✺✽❪✳
■♥ ❝♦♥tr❛st t♦ s❤❛r♣ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♠♦❞❡❧s✱ ♦♥❡ s❡t ♦❢ ❡q✉❛t✐♦♥s ✐s s✉✣❝✐❡♥t t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ t❤❡ ✢♦✇
♣r♦❝❡ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ♣❤❛s❡s✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ φ ❛❝❝♦✉♥ts ❢♦r t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❞❡✜♥❡ ♦♥❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❢♦r ❡❛❝❤ ❞r♦♣✳ ❚❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❞❡♣✐❝t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✷✳ ❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ t❛❦❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦r❡
❣❡♦♠❡tr✐❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ ❢♦r ♥♦✇ t❤❛t ❛❧❧ ♣♦r❡s ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❛❧❧ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s
❤❛✈❡ t❤❡ s❛♠❡ ❣❡♦♠❡tr②✳ ❚❤❡ ♣♦r❡ t❤r♦❛ts ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ ❛ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❛t♠♦s♣❤❡r❡ s✉rr♦✉♥❞✐♥❣ t❤❡ ❞r♦♣s ✐s ♣❛rt ♦❢ ❛ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥✳
✼✳✶ P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✽✼
❯♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ ♦❢ ❛ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s ✢✉✐❞✱ ❛♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✲
❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ♠♦❞❡❧ ✐s ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✭❉r❡②❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✹❪✮✳ ❋♦r t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡♥s✐t②
ϱ✱ ✈❡❧♦❝✐t② ✈ ❛♥❞ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ φ✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❛s
∂ϱ
∂t
+∇ · (ϱ✈) = 0 , ✭✼✳✶✮
∂(ϱ✈)
∂t
+∇ · (ϱ✈✈T + p■) = ∇ · ❙− ψ∇ · (∇φ∇φ❚) , ✭✼✳✷✮
∂(ϱφ)
∂t
+∇ · (ϱφ✈) = −ηχ , ✭✼✳✸✮
✇✐t❤ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣❛r❛♠❡t❡r ψ✱ t❤❡ ✭❛rt✐✜❝✐❛❧✮ ♠♦❜✐❧✐t② η ❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧
♣♦t❡♥t✐❛❧ χ✳ ❚❤❡ ❞✐ss✐♣❛t✐✈❡ ✈✐s❝♦✉s ♣❛rt ♦❢ t❤❡ str❡ss t❡♥s♦r ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✼✳✷✮ ✐s ❣✐✈❡♥ ❛s
❙ = ❙(φ,∇✈) = µ(φ)(∇✈+∇✈❚)✱ ✇✐t❤ t❤❡ ✈✐s❝♦s✐t② µ(φ) = h(φ)µl + (1− h(φ))µg > 0✱
✐♥t❡r♣♦❧❛t❡❞ ❜② t❤❡ ❢✉♥❝t✐♦♥ h(φ) = 3φ2 − 2φ3✳
❚❤❡ ❍❡❧♠❤♦❧t③ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣② ❞❡♥s✐t② w ✐s ❞❡✜♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ t❤❡ s♣❡❝✐✜❝ ❢r❡❡ ❡♥❡r❣②
f(ϱ) ❛s







✇✐t❤ t❤❡ ♥♦♥❧✐♥❡❛r ✐♥t❡r♣♦❧❛t✐♦♥ ❢✉♥❝t✐♦♥ h ❛s ❣✐✈❡♥ ❛❜♦✈❡ ❛♥❞ ❛ ♠✐①✐♥❣ ❡♥❡r❣② ✭❈❛❤♥
❛♥❞ ❍✐❧❧✐❛r❞ ❬✶✾✺✽❪✮ ✉s✐♥❣ t❤❡ ❞♦✉❜❧❡ ✇❡❧❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ W (φ) = φ2(1− φ)2✳
❚❤❡ ❤②❞r♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r❡ss✉r❡ p ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ r❡❧❛t✐♦♥
p = p(ϱ, φ) = −w(ϱ, φ) + ϱ∂w
∂ϱ
(ϱ, φ) , ✭✼✳✺✮
❛♥❞ t❤❡ ❣❡♥❡r❛❧✐③❡❞ ❝❤❡♠✐❝❛❧ ♣♦t❡♥t✐❛❧ ✇❤✐❝❤ st❡❡rs t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥t♦ ❡q✉✐❧✐❜✲







− ψ∆φ . ✭✼✳✻✮
❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ◆❛✈✐❡r✲❙t♦❦❡s✲❆❧❧❡♥✲❈❛❤♥ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❣✐✈❡♥ ❜② ❇❧❡s❣❡♥
❬✶✾✾✾❪✳ ❚❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡s❝r✐❜❡❞ ✐♥ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧ ❜② ❖str♦✇s❦✐ ❡t ❛❧✳
❬✷✵✷✵❪✳ ❆ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❆❝❦❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✷✶❝❪✳
✽✽ ✼ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥
✼✳✷ ▼♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t②
❚❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ❝♦♠❜✐♥❡s t✇♦ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ t❛❦❡s t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r❡✲
s❝❛❧❡ ❞r♦♣s ❛♥❞ ♠❛❝r♦s❝♦♣✐❝ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❲❤❡♥
❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✭❙❡❝t✐♦♥s ✸✳✶ ❛♥❞ ✸✳✷✮ ✇✐t❤ t❤❡ ♠♦❞❡❧
❝♦♥❝❡♣t ❛♣♣❧✐❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ✼✳✶✮✱ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❛♥❞ ♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ❜❡❝♦♠❡ ♦❜✈✐♦✉s✳ ■♥ ♦r❞❡r t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦♠♣❛t✐❜❧❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡
❛♣♣r♦❛❝❤✱ ❛ ❢❡✇ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s ✐♥ ❛t ❧❡❛st ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t✇♦ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❜❡❝♦♠❡ ♥❡❝❡ss❛r②✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ♠❡♥t✐♦♥ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♦❢ ❜♦t❤ s✉❜♠♦❞❡❧s ✜rst✱ ❜❡❢♦r❡
❞✐s❝✉ss✐♥❣ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ❛♥❞ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❛❞❛♣t❛t✐♦♥s✳
❈♦♠♠♦♥ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s
❲❡ ❛ss✉♠❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛♥❞ ✈✐s❝♦✉s✱ ❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡ ✢✉✐❞s ✐♥ ❜♦t❤ s✉❜♠♦❞❡❧s✳ ■♥
❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ s❛♠❡ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ✉s❡❞ ♦♥ ❜♦t❤ s❝❛❧❡s✳ ■❢ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❧❡♥❣t❤ s❝❛❧❡✱ ❛ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦r ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♦❜t❛✐♥ ✐ts ❝♦✉♥t❡r♣❛rt ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
♦t❤❡r s❝❛❧❡✳ ■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ s❡✈❡r❛❧ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s ❛r❡ ❛ss♦❝✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ❘❊❱ ♦♥ t❤❡
♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✳ ❙✐♥❝❡ ✇❡ ❝♦♥s✐❞❡r t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇s✱ t❤❡ ❞r♦♣s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ✇✐t❤ ✉♥✐t ❧❡♥❣t❤ ✐♥ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳
❋❧✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s
❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✸ ❝♦♥s✐❞❡r ❛ ❝♦♠♣♦✲
s✐t✐♦♥❛❧ ✢✉✐❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ t✇♦ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♣r❡s❡♥t ✐♥ ❡❛❝❤ ♣❤❛s❡✱ ✉♥❞❡r ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧
❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✇❤✐❝❤ ✐s ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐s
❞❡s✐❣♥❡❞ t♦ ♠♦❞❡❧ ❛ ✢✉✐❞ ✇❤❡r❡ ❜♦t❤ ♣❤❛s❡s ❝♦♥s✐st ♦❢ t❤❡ s❛♠❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥t✱ ❡✳❣✳ ❧✐q✉✐❞
✇❛t❡r ❛♥❞ ✇❛t❡r ✈❛♣♦r✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥♥♦t ②❡t ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ r❡❞✉❝❡❞ t♦ ❛ s✐♥❣❧❡✲❝♦♠♣♦♥❡♥t
t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢✉✐❞ ✉♥❞❡r ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
❚❤❡ ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ ❜❡t✇❡❡♥ ❧✐q✉✐❞ ✇❛t❡r ❛♥❞ ✇❛t❡r ✈❛♣♦r ✐s ϱ❍✷❖l /ϱ
❍✷❖
g ≈ 1000✳ ❉✉❡ t♦
♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❞✐✣❝✉❧t✐❡s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❝❛♥ ♦♥❧② ❤❛♥❞❧❡ r❛t✐♦s ♦❢ ϱl/ϱg = 1✱ ✇❤✐❝❤
❝❛♥♥♦t ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ❢♦r ❛♥② r❡❛❧ ✢✉✐❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✢✉✐❞ s②st❡♠ ✐s ❞❡✜♥❡❞
✼✳✷ ▼♦❞❡❧ ❝♦♠♣❛t✐❜✐❧✐t② ✽✾
❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ♣♦r❡✲ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✉s❡❞ ❢♦r t❤❡ ♣r❡ss✉r❡s
r❡s❡♠❜❧❡s ❛ st✐✛❡♥❡❞ ❣❛s✿
pl(ϱl) = 5m
2/s2ϱl − 5.5kg/(m s2) ,
pg(ϱg) = 1.5m
2/s2ϱg − 0.084kg/(m s2) . ✭✼✳✼✮
❚❤❡s❡ ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱ ✇❤✐❝❤ ❛❧s♦ r❡s✉❧ts
✐♥ t❤❡ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ❞❡♥s✐t② ✈❛❧✉❡s ϱl ≈ 1.2kg/m3 ❛♥❞ ϱg ≈ 0.3kg/m3✳ ❚❤❡ ✈✐s❝♦s✐t✐❡s
❛r❡ s❡t t♦ µg = 0.0125kg/(m s) ❛♥❞ µl = 1.025kg/(m s)✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦
❜❡ T = 1K ❛♥❞ t❤❡ ♠♦❧❛r ♠❛ss ✐s M = 1kg/mol✳ ❆❣❛✐♥✱ ✇❡ ✇❛♥t t♦ str❡ss t❤❛t t❤❡s❡
q✉❛♥t✐t✐❡s ❞♦ ♥♦t r❡s❡♠❜❧❡ ❛ ♣❤②s✐❝❛❧ ✢✉✐❞ ❛♥❞ ❛r❡ ♦♥❧② ✉s❡❞ t♦ t❡st t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ✐❞❡❛ ♦❢
t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❲✐t❤ t❤❡s❡ ✢✉✐❞ ♣r♦♣❡rt✐❡s✱ ♦♥❧② ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ❞r♦♣s ❛♥❞ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ r❡❣✐♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞✳
Pr✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s
❋♦r ❛♥ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛♥ ✐♠♠✐s❝✐❜❧❡ ✢✉✐❞✱ ♦♥❧② t❤❡ ❣❛s✲♣❤❛s❡ ♣r❡ss✉r❡ p✛g ❛♥❞ t❤❡
✈❡❧♦❝✐t② ✈✛g ❛r❡ ♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ♣r✐♠❛r② ✉♥❦♥♦✇♥s ✐♥ t❤❡
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ t❤❡ ❣❛s✲♣❤❛s❡ ♣r❡ss✉r❡ p♣♠g ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❧✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ Sl✳ ❚❤❡
♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ❜❛❧❛♥❝❡ ❡q✉❛t✐♦♥s ❛r❡ s♦❧✈❡❞ ❢♦r t❤❡ ❞❡♥s✐t② ϱ✱ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✈ ❛♥❞
t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ φ✳ Pr❡ss✉r❡s ❛♥❞ ❞❡♥s✐t✐❡s ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♥✈❡rt❡❞ ✐♥t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇✐t❤
t❤❡ ❡q✉❛t✐♦♥ ♦❢ st❛t❡ ✭✼✳✼✮✳ ❋♦r t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✈✛g ❝♦♠♣❧✐❡s ✇✐t❤ t❤❡
♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✈✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✈♣♠α ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❛s s❡❝♦♥❞❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡s ✇✐t❤ ❉❛r❝②✬s ❧❛✇ ✭❊q✉❛t✐♦♥ ✸✳✻✮✳ ❉✐✈✐❞✐♥❣ t❤❡♠ ❜② t❤❡ ♣♦r♦s✐t②
Φ ②✐❡❧❞s t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s✱ ✇❤✐❝❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ✈❡❧♦❝✐t②✳ ❚❤❡
♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ✈❛r✐❛❜❧❡ φ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ Sl ❞♦ ♥♦t ❤❛✈❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
q✉❛♥t✐t✐❡s ✐♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✳
▲❡♥❣t❤ s❝❛❧❡s
❚❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥s ♠❛❞❡ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ ♠♦❞❡❧ ❛r❡
✈❛❧✐❞ ♦♥ s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s ♦❢ ❝❡♥t✐♠❡t❡rs t♦ ❦✐❧♦♠❡t❡rs✳ ❚❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❞❡✈❡❧♦♣❡❞
❢♦r t❤❡ r❛♥❣❡ ♦❢ ♠✐❝r♦♠❡t❡rs t♦ ♠✐❧❧✐♠❡t❡rs✳ ❲✐t❤✐♥ ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ ❛ ❢❡✇ sq✉❛r❡✲❝❡♥t✐♠❡t❡rs
♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s s✉r❢❛❝❡✱ ❤✉♥❞r❡❞s ♦❢ ♣♦r❡s ♠✐❣❤t ❜❡ ♣r❡s❡♥t✳ ❲❡ ❝♦♠❜✐♥❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❧❡♥❣t❤








❋✐❣✉r❡ ✼✳✸✿ ❊①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❝❛❧❡s
s❝❛❧❡s ✐♥ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ❜② ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❡✈❡r❛❧ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠s t♦ ❛ ❡❛❝❤ ♣❛✐r ♦❢ ❛❞❥❛❝❡♥t
♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ♦♥ ❜♦t❤ s✐❞❡s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
✼✳✸ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧
❚❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✐t❡r❛t✐✈❡ ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡
♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❲✐t❤ ❛♥ ❡①♣❧✐❝✐t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ✐♥ t✐♠❡✱ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡
st❡♣ ✐s ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧② ✐♥ ❡❛❝❤ ♠♦❞❡❧✳ ❋✐❣✉r❡ ✼✳✸ s❤♦✇s t❤❡ ♠❛✐♥ ♣r✐♥❝✐♣❧❡ ❢♦r t❤❡
❡①❝❤❛♥❣❡✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ✐s t♦ r❡♣❧❛❝❡ ❛❧❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛s ❧✐st❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷ ❜② ❞❛t❛ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❱✐❝❡ ✈❡rs❛✱ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡
♠♦❞❡❧ ✐s s✉♣♣♦s❡❞ t♦ ❜❡ ✐♥✐t✐❛t❡❞ ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ♦♥❧②✱ ✇✐t❤♦✉t
t❤❡ ♥❡❡❞ t♦ ❝❤♦♦s❡ ❛♥② ✈❛❧✉❡s ♠❛♥✉❛❧❧②✳ ❆❝❤✐❡✈✐♥❣ t❤✐s ❣♦❛❧ ✇♦✉❧❞ r❡s✉❧t ✐♥ ❛ ✈❡r②
❝♦♠♣❧❡① ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡✱ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ s❝❛❧✐♥❣s ❛♥❞ ❝♦♥✈❡rs✐♦♥s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡
❜❡❣✐♥ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧✐✜❡❞ ✈❡rs✐♦♥ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ✜rst ✐♠♣r❡ss✐♦♥ ♦♥ t❤❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢
t❤❡ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥ ❜♦t❤ s❝❛❧❡s✳
■♥ ❛ ✜rst s✐♠♣❧✐✜❡❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✱ t❤❡ ❞r♦♣ ❣❡♦♠❡tr② ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❢❡r❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ s✐❞❡ ♦❢ t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r✲
❢❛❝❡ ❛r❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞ ❛s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇
✈❡❧♦❝✐t②✲❞❡♣❡♥❞❡♥t ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ❛♥❞ t❤❡ r❡t❡♥t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ❞r♦♣ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t
❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✺✳✷✳
❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ♣❛rt❧② ❝♦♥s✐❞❡r t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
❛♥❞ ❞r♦♣s ✐♥ ♦✉r ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❋♦r t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠✱ t❤❡ ❉❛r❝② ✈❡❧♦❝✐t②
✼✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✾✶
❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❝♦♥✈❡rt❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✈❡❧♦❝✐t②
✈✐❛ ✈♣♦r❡l = ✈
♣♠
l /Φ✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s s❡t ❛s ❛ ❉✐r✐❝❤❧❡t ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞
✈❡❧♦❝✐t② ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡✳ ❉❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤✐s ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡
❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t❤❡ ✢✉① ❛❝r♦ss t❤❡ ❧♦✇❡r





✇❤❡r❡ Ωmicro ✐s t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ t❤❡ ❝❡❧❧ ♣r♦❜❧❡♠ ❛♥❞ hpore ❞❡♥♦t❡s t❤❡ ❤❡✐❣❤t
♦❢ t❤❡ ♣♦r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞r♦♣s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ s②♠♠❡tr✐❝✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥
❝♦♥s✐❞❡rs ♦♥❧② ❤❛❧❢ ❛ ❞r♦♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ✐♥t❡❣r❛❧ ✐s ♠✉❧t✐♣❧✐❡❞ ❜② 2 t♦ ♦❜t❛✐♥
t❤❡ ❢✉❧❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡✳
❚❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ✐s t❤❡♥ ❤❛♥❞❡❞ ❜❛❝❦ t♦ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ r❡❝♦♥str✉❝ts
t❤❡ ❞r♦♣ r❛❞✐✉s ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ❢♦r❝❡ ❜❛❧❛♥❝❡ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❞❡t❛❝❤❡s ✭s❡❡
❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮✿ F❞r❛❣ > Fr❡t✮✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✱ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❛♣♣❧✐❡s t❤❡
s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞❡t❛❝❤❡❞ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ♦❢ ❛❧❧ ♣♦r❡s ✇✐t❤✐♥ t❤❡ ❘❊❱ ❛s t❤❡ s✐♥❦ t❡r♠ ♥❡❛r t❤❡
✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠❛ss ❧♦ss✳
✼✳✹ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧
❇❡s✐❞❡s t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s✱ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❡♠♣❧♦②❡❞ ❜②
t❤❡ t✇♦ s✉❜♠♦❞❡❧s ✐♥ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❞✐✛❡r✿ ❚❤❡ ♣❤❛s❡✲
✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✐♥ ❋❊♥✐❈❙✯✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ❛♥ ♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ ♣❧❛t❢♦r♠
❢♦r s♦❧✈✐♥❣ ♣❛rt✐❛❧ ❞✐✛❡r❡♥t✐❛❧ ❡q✉❛t✐♦♥s✱ ✇r✐tt❡♥ ✐♥ P②t❤♦♥✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ♦♥ ❋❊♥✐❈❙
❛r❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❜② ❆❧♥æs ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✺❪✳ ❋♦r t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✱ ✇❡ ✉s❡ ❉✉▼✉x✱ ❛♥
♦♣❡♥✲s♦✉r❝❡ s✐♠✉❧❛t♦r ❢♦r ✢♦✇ ❛♥❞ tr❛♥s♣♦rt ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ❛♥❞ ❢r❡❡✲✢♦✇
s❝❡♥❛r✐♦s✳ ❉❡t❛✐❧s ♦♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ✐♥ ❉✉▼✉x ❛r❡ ❛❧r❡❛❞② ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳
❇♦t❤ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ s❡✈❡r❛❧ ♣❛❝❦❛❣❡s ❛♥❞ r❡q✉✐r❡ t❡❞✐♦✉s ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ ♣r♦✲
❝❡❞✉r❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❜✉✐❧❞ ❛ ❉♦❝❦❡r❸ ❝♦♥t❛✐♥❡r ✇❤✐❝❤ ❝♦♥t❛✐♥s ❛♥ ✐♥st❛❧❧❛t✐♦♥ s❝r✐♣t
t♦ ❞♦✇♥❧♦❛❞ t❤❡ ♥❡❡❞❡❞ ✜❧❡s ❛♥❞ ❝♦♠♣✐❧❡ t❤❡ ❉✉▼✉x ❝♦r❡✳ ❚❤✐s ❛❧❧♦✇s t♦ ❜✉✐❧❞ ❛♥❞ r✉♥




✾✷ ✼ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥
❚❤❡ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ s❝❤❡♠❡ ✐s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ♣r♦❝❡❞✉r❡✳ ❇❡❢♦r❡ t❤❡
t✐♠❡ ❧♦♦♣ st❛rts✱ ❉✉▼✉x ✐♥✐t✐❛t❡s ❋❊♥✐❈❙ ❛♥❞ ♣r❡♣❛r❡s t❤❡ ❞❛t❛ ❛♥❞ ❝♦♥tr♦❧ ♣✐♣❡s ❢♦r
t❤❡ ✐♥t❡r✲♣r♦❝❡ss ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✳ ❚❤❡♥✱ ✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✱
✶✳ ❉✉▼✉x ❝❛❧❧s ❋❊♥✐❈❙ ✇✐t❤ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✱
✷✳ ❋❊♥✐❈❙ ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✱
✸✳ ❋❊♥✐❈❙ ❤❛♥❞s ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ t♦ ❉✉▼✉x✱
✹✳ ❉✉▼✉x ❛❞❛♣ts ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡s ❛♥❞ ❞r♦♣ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡ st❡♣✱
✺✳ ❉✉▼✉x ❝♦♠♣✉t❡s t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ❝✉rr❡♥t t✐♠❡ st❡♣✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ t❤❡ ♦✈❡r❛❧❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s st❡❡r❡❞ ❜② ❉✉▼✉x✳ ■ts ◆❡✇t♦♥ s♦❧✈❡r ❞❡t❡r✲
♠✐♥❡s t❤❡ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡s ∆t✱ ✇❤✐❝❤ ❛r❡ ✐♥❝❧✉❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞❛t❛ ❣✐✈❡♥ t♦ ❋❊♥✐❈❙ s✉❝❤ t❤❛t
❜♦t❤ ♠♦❞❡❧s ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s❛♠❡ t✐♠❡ st❡♣s✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t✐♠❡ t❡♥❞ ✐s s❡t ❛s ❛♥ ✐♥♣✉t
♣❛r❛♠❡t❡r ❢♦r ❉✉▼✉x✳
❙✉♠♠❛r②
■♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ ❛♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ t♦ ❝♦♠❜✐♥❡ t✇♦ ❡①✐st✐♥❣ ♠♦❞❡❧s ✇❤✐❝❤ ♦♣❡r❛t❡ ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t
s♣❛t✐❛❧ s❝❛❧❡s t♦ ❛ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ ♣r♦❜✲
❧❡♠s ✉♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞r♦♣s ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡ ❞r♦♣s ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡
✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ✇❤✐❝❤ ✇❛s ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ ❜② ▲✉❦❛s ❖str♦✇s❦✐✳ ❋♦r
t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✱ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐s t❛❦❡♥ ❛s ❛ ❜❛s❡ ❛♥❞ ❡①t❡♥❞❡❞ s✉❝❤
t❤❛t ✐t ❝❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✇✐t❤ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧✳ ❚❤✐s ❞❛t❛ ❡①❝❤❛♥❣❡ ✐s ❝✉r✲
r❡♥t❧② ❧✐♠✐t❡❞ t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✈❡❧♦❝✐t② ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥t♦ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡ ❛s ✇❡❧❧
❛s t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♣r♦❝❡❞✉r❡ ❛♥❞ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣
✇♦r❦✢♦✇ ♦❢ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ❛❧s♦ ♦✉t❧✐♥❡❞ ✐♥ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞
✇✐t❤ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✽✳
✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s ❝❤❛♣t❡rs✱ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲
♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s ❤❛✈❡ ❜❡❡♥ ♣r❡s❡♥t❡❞✿ ❛ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✭❈❤❛♣t❡r ✸✮✱ ❛s ✇❡❧❧
❛s t✇♦ ❝♦♠♣❧❡① ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ✭❈❤❛♣t❡rs ✻ ❛♥❞ ✼✮ ✇❤✐❝❤ t❛❦❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡
♦❢ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❞r♦♣s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ s✐♠✉❧❛t✐♦♥s
✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ s❤♦✇♥ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡✐r ✈❛❧✐❞✐t②✱ ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡ ❛♥❞
❝❛♣❛❜✐❧✐t✐❡s✳ ❚❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts ❛r❡ t❤❡♥ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ♣❛rt❧② ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t t♦ ❡st✐♠❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❞r♦♣s✳ ❚❤❡ ❛✐♠ ♦❢
t❤✐s ❝❤❛♣t❡r ✐s t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣ts ❛♥❞ t❤❡✐r
❢✉t✉r❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s✳
❚❤❡ ♠❛✐♥ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ❝♦✈❡rs t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲♦✇❡r✲
❉✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ■♥t❡r❢❛❝❡ ❉♦♠❛✐♥ ✭▲❉■❉✮ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✶ ❝♦♥✲
t❛✐♥s ❛ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❛♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ ❢♦r ❛ s✐♠♣❧❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤
s❝❡♥❛r✐♦✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✱ t✇♦ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡s ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❛ ♣❛r❛♠❡t❡r st✉❞② ✐s
❝♦♥❞✉❝t❡❞ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✐♥ ♠✉❧t✐✲❞r♦♣ s❡tt✐♥❣s✳
▼❡r❣✐♥❣ ❞r♦♣s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✸✱ ✇❤❡r❡ ✇❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✐❢ ❛♥❞ ✇❤❡♥ ❞r♦♣s t♦✉❝❤
❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❝♦✈❡r t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛✳ ■♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✹✱ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥✲
t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❉■❉ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r♦❞✉❝❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✺✳ ❚❤❡ s♦❢t✇❛r❡ ❝♦❞❡ t♦ r❡♣r♦❞✉❝❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥s ✽✳✶ t♦ ✽✳✺
✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ✉♥❞❡r ❤tt♣s✿✴✴❣✐t✳✐✇s✳✉♥✐✲st✉tt❣❛rt✳❞❡✴❞✉♠✉①✲♣✉❜✴❛❝❦❡r♠❛♥♥✷✵✷✵❛✳
❆t t❤❡ ❡♥❞ ♦❢ t❤✐s ❝❤❛♣t❡r✱ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ P❤❛s❡✲❋✐❡❧❞ ▼♦❞❡❧ ✭P❋▼✮ ♠✉❧t✐✲
s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✻✳
✾✹ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✭❛✮ ❍♦r✐③♦♥t❛❧ ✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡ ✭❜✮ ❲❛t❡r ♣✉♠♣ ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ♣♦r❡
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✿ ❚❤❡ ♣♦r❡ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣
✽✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❆♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❛ss❡ss ✐❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ▲❉■❉ ♠✉❧t✐✲
s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✻ ♠❛t❝❤ t❤❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ❛ r❡❛❧ ❞r♦♣✳ ❚❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t ✇❛s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ❜② ❉r✳ ■♥❣✳ ❙t❡♣❤❛♥✐❡ ❋❡st✲❙❛♥t✐♥✐ ❛t t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢
▼❛♥❛❣❡♠❡♥t✱ ■♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ Pr♦❞✉❝t✐♦♥ ❊♥❣✐♥❡❡r✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❇❡r❣❛♠♦✱
■t❛❧②✳ ❋✉rt❤❡r ❞❡t❛✐❧s ❛❜♦✉t t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❛r❡ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❆❝❦❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✷✶❜❪✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ s❡t✲✉♣s ❢♦r ❜♦t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ♦✉t❧✐♥❡❞✳
❚❤❡♥✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❞❛t❛✱ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss t❤❡ r❡s✉❧ts✳
✽✳✶✳✶ ❊①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ s❡t✲✉♣
❆ ♣♦r❡ ✇✐t❤ ❛ ❧❡♥❣t❤ ♦❢ 7.92 · 10−3m ❛♥❞ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ 1.495 · 10−3m ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✽✳✶❛ ✇❛s ❞r✐❧❧❡❞ ✐♥t♦ ❛ ❝②❧✐♥❞r✐❝❛❧ ❚❡✢♦♥✯ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ❛ ❞✐❛♠❡t❡r ♦❢ d❜❧♦❝❦ = 0.03m ❛♥❞ ❛
❤❡✐❣❤t ♦❢ h❜❧♦❝❦ = 0.015m✳ ❆ ❤✐❣❤ ♣r❡❝✐s✐♦♥ ♣❡r✐st❛❧t✐❝ ♣✉♠♣ ✭■s♠❛t❡❝ ❘❊●▲❖ ❉✐❣✐t❛❧
▼❙✲✷✴✶✷✮ ✇❛s ❝♦♥♥❡❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❧♦✇❡r ❡♥❞ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡ t♦ ♠❛✐♥t❛✐♥ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♠❛ss
✢✉① ✐♥t♦ t❤❡ ♣♦r❡✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶❜✳ ❚❤❡ ❧✐q✉✐❞ ❝♦♥s✐sts ♦❢ ❛ ♠✐①t✉r❡ ♦❢ ♣✉r❡ ✇❛t❡r ❛♥❞
♣♦t❛ss✐✉♠ ✐♦❞✐❞❡ ✇✐t❤ ❛ ♠❛ss r❛t✐♦ ♦❢ ✻✿✶✳
■♥✐t✐❛❧❧②✱ t❤❡ ♣♦r❡ ✐s ❝♦♠♣❧❡t❡❧② ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❛✐r✳ ❆t t = 0s✱ t❤❡ ♣✉♠♣ st❛rts t♦ ✐♥❥❡❝t t❤❡
❧✐q✉✐❞ ✇✐t❤ ❛ ❝♦♥st❛♥t r❛t❡ ♦❢ q♣✉♠♣ = 8.85 · 10−10m3/s ✐♥t♦ t❤❡ ♣♦r❡✳ ❚❤❡ ❝❛❧❝✉❧❛t❡❞
st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s 4.83 · 10−11m3/s✳
✯P♦❧②t❡tr❛✢✉♦r♦❡t❤②❧❡♥❡
✽✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✾✺
✽✳✶✳✷ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ s❡t✲✉♣
❋♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❤❛s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞ ✐♥st❡❛❞ ♦❢ ❛ s♦❧✐❞ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ❛
s✐♥❣❧❡ ♣♦r❡✳ ❲❡ s❡t ✉♣ ❛ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s lx = 5 · 10−3m
❛♥❞ ly = 30 · 10−3m✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✸✱ t❤❡ ❞♦♠❛✐♥
✐s ❡①tr✉❞❡❞ t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛✉t♦♠❛t✐❝❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❡①tr✉s✐♦♥ ❢❛❝t♦r ✐s s❡t t♦ ξ2D =
5 · 10−3m✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛♥ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❛r❡❛ ♦❢ 25 · 10−6m2✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s s❡t ❛s
S♣♠l = 0.99✳ ❚❤❡ ♣✉♠♣ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ ◆❡✉♠❛♥♥ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r
❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥✢♦✇ r❛t❡ q♣✉♠♣ = 8.85 · 10−10m3/s ✐s
s❡t ❛s t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡✳
■♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss ✇✐t❤ t❤❡ r❛❞✐✉s r♣♦r❡ = 7.475 · 10−4m ✐s
❞❡✜♥❡❞✳ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦r❡s ✐s ♠❛♥✉❛❧❧② s❡t t♦ ✶✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ♦♥❧② ♣♦r❡ t❤❛t ✐s ♣r❡s❡♥t ✐s
✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞✱ ♥♦ ❣❛s❡♦✉s ♠❛ss ✢✉① ❝❛♥ ♦❝❝✉r ❜❡t✇❡❡♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳
❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ♥♦ ❣❛s ✢✉① t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❡✐t❤❡r✱ s✐♥❝❡ ✇❡
❛ss✉♠❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✇❤❡r❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳
❚❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥ ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ ✐♥ ❛❝❝♦r❞❛♥❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
s❡t✲✉♣✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♥♦ ♣r❡ss✉r❡ ❥✉♠♣ ♦❝❝✉rs ❛❝r♦ss t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡ ❣❛s✲♣❤❛s❡ ♣r❡ss✉r❡ ❛r❡ s❡t ❡q✉❛❧❧②✱
t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥ ❞♦❡s ♥♦t ✐♥t❡r❛❝t ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱ ✇❤✐❝❤ ♠❛t❝❤❡s t❤❡
❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❊✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ θ ✈❛r✐❡s ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ θ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t
✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ s❛❦❡ ♦❢ s✐♠♣❧✐❝✐t②✳ ❲❤✐❧❡ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ❞✐r❡❝t❧②
❛❢t❡r t❤❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s θ0 = 57.6
◦✱ ✐t ✐s ❛❜♦✈❡ θ = 110◦ ❢♦r t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛✈❡r❛❣❡ ♦✈❡r t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✈❛❧✉❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛st
♠❡❛s✉r❡♠❡♥t✱ ✇❤✐❝❤ ②✐❡❧❞s θ = 140◦ ❢♦r t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
❋✉rt❤❡r ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✶✳ ❙♣❛t✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs s✉❝❤
❛s ♣♦r♦s✐t② Φ ❛♥❞ ✐♥tr✐♥s✐❝ ♣❡r♠❡❛❜✐❧✐t② ❑ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧②✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❚❡✢♦♥ ❜❧♦❝❦
❞♦❡s ♥♦t r❡s❡♠❜❧❡ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ●r❛✈✐t② ✐s t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✐♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡
❞♦♠❛✐♥s ❢♦r ❛ r❡❛❧✐st✐❝ r❡♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✾✻ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts















❣ (0, ✲9.81)T m/s2
θ 140 ◦
❚❛❜❧❡ ✽✳✶✿ ■♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s
❚❛❜❧❡ ✽✳✷✿ ▼♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥
✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛
✽✳✶✳✸ ❘❡s✉❧ts
❆ s❡r✐❡s ♦❢ ✷❉ ❳✲r❛② ✐♠❛❣❡s s❤♦✇✐♥❣ t❤❡ ❞r♦♣ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✇❛s r❡❝♦r❞❡❞ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡
❞r♦♣ ❣r♦✇t❤✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✳ ❉❡t❛✐❧❡❞ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ r❡❣❛r❞✐♥❣ t❤❡ ❝♦♠♣♦♥❡♥ts ♦❢ t❤❡
♠✐❝r♦t♦♠♦❣r❛♣❤② ✉♥✐t ✐s ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❙❛♥t✐♥✐ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✸❪✳ ❋r♦♠ t❤❡s❡ ✐♠❛❣❡s✱ t❤❡
❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ ♣r♦✜❧❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ✇❡r❡ r❡❝♦♥str✉❝t❡❞ ♦✈❡r t✐♠❡✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ❞r♦♣ r❛❞✐✉s ❛♥❞ t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞✳ ❚❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♦✉t♣✉ts ❛r❡ t❤❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❞r♦♣ ❞✐❛♠❡t❡r ♦✈❡r t✐♠❡✳
❙✐♥❝❡ t❤❡ ♣✉♠♣ r❛t❡ ❝❛♥ ♦♥❧② ❜❡ ♠❡❛s✉r❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛♥❞❛r❞ ❞❡✈✐❛t✐♦♥✱ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✇❛s r✉♥ ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣✉♠♣ r❛t❡s q♣✉♠♣✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r ❡①♣❡r✐♠❡♥t
❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸❛✳
❋♦r s♣❤❡r✐❝❛❧ ❞r♦♣s ❛s ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❞r♦♣ r❛❞✐✉s r❞r♦♣ ❝❛♥ ❜❡





π · (1− cos(θ))2 · (2 + cos(θ)) . ✭✽✳✶✮
✽✳✶ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ✾✼
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✿ ❊✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡✱ r❡❝♦r❞❡❞ ✇✐t❤ ❳✲r❛②s
❚❤❡ r❛❞✐✐ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❢r♦♠ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸❜✳
✽✳✶✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r t = 50s ♠❡❛s✉r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ ❝♦♠♣✉t❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❛r❡ ❜♦t❤ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② V❞r♦♣ = 4.5 · 10−8m3✳ ❚❤❡ ❞r♦♣ r❛❞✐✐ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞
❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ ❛r❡ ❝♦♥s❡q✉❡♥t❧② ❛❧♠♦st ❡q✉❛❧ ❢♦r t = 50s ✇✐t❤ r ❡①♣❞r♦♣ =
2.27 · 10−3m ❛♥❞ r s✐♠❞r♦♣ = 2.22 · 10−3m✳ ❚❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐s ♠♦st ❧✐❦❡❧② ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❢❛❝t
t❤❛t t❤❡ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ✈❛r✐❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❡①♣❡r✐♠❡♥t✱ ❜✉t ✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❝♦♥st❛♥t
✐♥ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞❡✈✐❛t✐♦♥ ✐s r❡❧❛t✐✈❡❧② s♠❛❧❧✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥
♦❢ t❤❡ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❛s s✉✐t❛❜❧❡ t♦ ♠♦❞❡❧ ❞r♦♣
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡ss❡s✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s ❛r❡ ♥♦t r❡s♦❧✈❡❞✳
■t ❤❛s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t t❤❡ ❚❡✢♦♥ ❜❧♦❝❦ ✇✐t❤ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦r❡ ✐s ♠♦❞❡❧❡❞ ❛s ❛
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ t❤✐s ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❛✛❡❝t t❤❡
r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♣r♦❝❡ss ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣
❝♦♥❝❡♣t✳
✾✽ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✭❛✮ ❉r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✭❜✮ ❉r♦♣ r❛❞✐✐ ✐♥ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✿ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t ❛♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
✽✳✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✭▲♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ✾✾
❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✿ ❉✐♠❡♥s✐♦♥s ❛♥❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ Ω✳ ❚❤❡ ♣✉r♣❧❡ ♥✉♠❜❡rs ✐♥❞✐❝❛t❡
t❤❡ ❡❧❡♠❡♥ts ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳
✽✳✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t
✭▲♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ♣r❡❞✐❝t✐♦♥s ❜② t❤❡
▲❉■❉ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ r❡❛❧✐st✐❝ ✈❛❧✉❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ t❛❦❡ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡①
s❝❡♥❛r✐♦s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✳
✽✳✷✳✶ ▼♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ s❡t✲✉♣ ❛♥❞ ♣❛r❛♠❡t❡r ✈❛❧✉❡s
❚❤❡ s♣❛t✐❛❧ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ Ω ❛r❡
s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✹✳ ❚❤❡ ✐❧❧✉str❛t❡❞ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡①t❡♥❞❡❞ ❜② lz = 0.05m
✐♥t♦ t❤❡ t❤✐r❞ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❛s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✻✳✸✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ✐♥❝❧✉❞❡❞ ❛s ❛
❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ♦♥❧②✱ ✐✳ ❡✳ ❛ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐♥ ♦✉r ❝❛s❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱
t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t✇♦✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✹ t♦ ✐❧❧✉str❛t❡
✐ts s✐③❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡st ♦❢ t❤❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆ t❤r❡❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ s❝❤❡♠❛t✐❝ ✈✐❡✇
♦❢ ❛ ♣❛rt ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✳ ❆❧❧ ♣♦r❡s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡
❞✐str✐❜✉t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ✇✐t❤ ❡q✉❛❧ ❞✐st❛♥❝❡s ❢r♦♠ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✳
❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡ ✐s s❡t t♦∆t = 5·10−3s ❛♥❞ t❤❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✐s r✉♥ ✉♥t✐❧ ts✐♠ = 600s✳
❖♥ ❛ ♦♥❡✲♣r♦❝❡ss♦r ♠❛❝❤✐♥❡✱ t❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❈P❯ t✐♠❡ ❢♦r t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡
♦❢ t❈P❯ = 880s ≈ 15min✳ ❚❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣ t✐♠❡s ❢♦r ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① ❝❛s❡s ❛s t❤❡ ♦♥❡s
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ s❡❝t✐♦♥s ✇❡r❡ ♦♥❧② s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t✐♥❣
t✐♠❡s ❛r❡ ♥♦t ❧✐st❡❞ ❡①♣❧✐❝✐t❧② ❢♦r ❡❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝❛s❡✳
✶✵✵ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✿ ❊①❡♠♣❧❛r② ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ sq✉❛r❡ ❞♦♠❛✐♥
❯s✉❛❧❧②✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ♦❢ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣♦r♦s✐t② Φ✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❣r♦✇✐♥❣ ❞r♦♣s ♠✐❣❤t t♦✉❝❤ ❛♥❞ ♠❡r❣❡ ✐❢ t❤❡② ❛r❡ t♦♦ ❝❧♦s❡ t♦❣❡t❤❡r ❞✉❡ t♦ ❛
❤✐❣❤ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦r❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦r❡s ✐s s❡t ♠❛♥✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣
s❝❡♥❛r✐♦s t♦ ❣✉❛r❛♥t❡❡ t❤❛t t❤❡ ❞r♦♣s ❞♦ ♥♦t t♦✉❝❤ ✉♥t✐❧ t❤❡② ❛r❡ ❞❡t❛❝❤❡❞✳
❋♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡✱ ❛ s✐♥❣❧❡ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ♣♦r❡ r❛❞✐✉s ♦❢ r̄♣♦r❡ = 10
−3m
✐s ❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❛r❡❛ ♣❡r ❣r✐❞ ❝❡❧❧ A❝❡❧❧Γ ✐s ❣✐✈❡♥ ❜② t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❧❡♥❣t❤ lΓ







· 0.05m = 5 · 10−4m2 . ✭✽✳✷✮
❲✐t❤ t❤❡ ❢♦r❝❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✺✮ ❛♥❞ t❤❡ ❞r❛❣ ❝♦❡✣❝✐❡♥t ❞❡✜♥❡❞ ❛s
✐♥ ❊q✉❛t✐♦♥ ✭✺✳✶✶✮✱ t❤❡ ❞r♦♣ r❛❞✐✉s ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞
❛ ♣r✐♦r✐ ❛s r❞❡t❛❝❤❞r♦♣ ≤ 2.5 · 10−3m✳ ❚❤❡ sq✉❛r❡ ❛r❡❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ t♦ ❛ ❞r♦♣ ✇✐t❤ t❤✐s
r❛❞✐✉s ✐s Asq✉❛r❡ = (2r
❞❡t❛❝❤
❞r♦♣ )








= 20 ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ t♦ ❛✈♦✐❞ ❞r♦♣ ❝♦♥t❛❝t ❜❡❢♦r❡
❞❡t❛❝❤♠❡♥t✳ ❚❤✐s ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ s❦❡t❝❤ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✺✳
❇♦t❤ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❣❛s✲✜❧❧❡❞✳ ❚❤❡r❡✲
❢♦r❡✱ t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥s ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❣❛s Xwg ❛r❡ s❡t ❛s ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞
✐♥✢♦✇ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛♥❞ t❤❡
s❛t✉r❛t✐♦♥ Sl r❡♣❧❛❝❡s t❤❡ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ❛s ❛ ♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❚❤❡ s❛♠❡ s✇✐t❝❤ t❛❦❡s
♣❧❛❝❡ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❞r♦♣s st❛rt t♦ ❣r♦✇✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✻ ✐❧❧✉str❛t❡s
✽✳✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✭▲♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ✶✵✶
❋✐❣✉r❡ ✽✳✻✿ ❇♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡
t❤❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ❛r❡ ❧✐st❡❞ ✐♥ ❚❛❜❧❡ ✽✳✸✳
✽✳✷✳✷ ■s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ♠❛✐♥ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ✐♥ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ❛r❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❡q✉❛❧ ❛♥❞ ♦♥❧② s❤✐❢t❡❞ ❜② ❛ ❢❡✇ t✐♠❡
st❡♣s ❞✉❡ t♦ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♥❛❝❝✉r❛❝✐❡s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ ❡❧❡♠❡♥t ✸ ✭s❡❡ ❋✐❣✉r❡
✽✳✹✮ ❛r❡ s❤♦✇♥ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐✈❡❧②✳
❉r♦♣ ✈♦❧✉♠❡✿ ❉r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❢♦r t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡
❝❛s❡ ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✳ ■t t❛❦❡s ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s
✉♥t✐❧ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✐♥✢♦✇ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧❧② ❣❛s✲✜❧❧❡❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
r❡❛❝❤❡s t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞✱ t❤❡ ❞r♦♣s st❛rt
t♦ ❣r♦✇✳ ❆t t ≈ 148s✱ t❤❡ ✜rst ❞r♦♣s ❛r❡ ❞❡t❛❝❤❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥✢♦✇ ❢r♦♠
❜❡❧♦✇✱ ♥❡✇ ❞r♦♣s ❢♦r♠ ✐♠♠❡❞✐❛t❡❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ✐s st✐❧❧ ♣r❡s❡♥t ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠ ❜❡❧♦✇ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✱ t❤❡ ♥❡✇ ❞r♦♣s ❣r♦✇ ❧✐♥❡❛r❧② ❢r♦♠ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣✳ ❚❤❡ ✈♦❧✉♠❡
♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✼ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ ❛♥ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣✳ ❋♦r t❤❡ s✐♥❦ t❡r♠ ✐♥ ❝❛s❡ ♦❢
❞❡t❛❝❤♠❡♥t✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ❛r❡ ❛❞❞❡❞ ✉♣✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ t✐♠❡ st❡♣ s✐③❡s✱ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞❛t❛ ♣♦✐♥ts ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞✐st✐♥❣✉✐s❤❡❞ ❢r♦♠
❡❛❝❤ ♦t❤❡r ✇❤❡♥ ♣❧♦tt❡❞ ♦✈❡r ❧❛r❣❡r ♣❡r✐♦❞s ♦❢ t✐♠❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ❧✐♥❡s ❛r❡ ✉s❡❞
✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t♦ r❡♣r❡s❡♥t t❤❡ ❞✐s❝r❡t❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❜t❛✐♥❡❞ ✐♥ ❡❛❝❤ t✐♠❡ st❡♣✳

















q❜♦tt♦♠ 1 · 10−5 kg/s
❚❛❜❧❡ ✽✳✸✿ ■♥✐t✐❛❧ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ✈❛❧✉❡s ❢♦r t❤❡
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡
Φ 0.5




λs 2.8 J/(m sK)
cs 790 J/(kgK)
❚❛❜❧❡ ✽✳✹✿ ▼❛t❡r✐❛❧ ♣❛r❛♠❡t❡rs ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s
♠❡❞✐✉♠
❋♦r❝❡ ❜❛❧❛♥❝❡✿ ❚❤❡ ❜❛❧❛♥❝❡ ♦❢ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ❢♦r❝❡s ❛❝t✐♥❣ ♦♥ ❡❛❝❤ ❞r♦♣ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✽✳✽✳ ❚❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ F❞r❛❣ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ♣r♦❥❡❝t❡❞ ❛r❡❛ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ♦♥
r2❞r♦♣✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ r❡t❡♥t✐♦♥ ❢♦r❝❡ Fr❡t ✐s ❞✐r❡❝t❧② ♣r♦♣♦rt✐♦♥❛❧ t♦ t❤❡ ❞r♦♣ r❛❞✐✉s r❞r♦♣✳ ❆s
s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❢♦r❝❡s ❛r❡ ❡q✉❛❧✱ ❛ ❞r♦♣ ✐s ❞❡t❛❝❤❡❞✳
❉r♦♣ r❛❞✐✉s✿ ❚❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦r❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ✐s s❡t ♠❛♥✉❛❧❧② ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❝❛s❡ t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t t❤❡ ❞r♦♣s t♦✉❝❤ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❞❡t❛❝❤✳ ❲✐t❤ ❛ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤
♦❢ lx = 0.01m ❛♥❞ t✇♦ ❞r♦♣s ♥❡①t t♦ ❡❛❝❤ ♦t❤❡r✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ❞r♦♣ r❛❞✐✉s ✐s t❤❡r❡❢♦r❡
r♠❛①❞r♦♣ = 0.0025m✳ ❆s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✾✱ t❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ♥♦t ❡①❝❡❡❞❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s❡t✲✉♣✳
❚❤❡ ❞r♦♣ ❤❡✐❣❤t ✐♥ t❤❡ ♠♦♠❡♥t ♦❢ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✐s
h❞r♦♣ = r❞r♦♣(1− cos(θ)) = 0.00233(1− cos(130◦)) = 0.00381m , ✭✽✳✸✮
✇❤✐❝❤ ✜ts t♦ t❤❡ ❝❤♦s❡♥ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ♦❢ h✐❢ = 0.004m✳
▲✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥✿ ❆s ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✱ t❤❡ s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡
r❡♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦✈❡r t✐♠❡
✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵✳ ❲✐t❤ t❤❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ❧❡♥❣t❤ lx = 0.01m ❛♥❞ t❤❡ ❡①tr✉s✐♦♥ ❢❛❝t♦r
ξ1D = 2 · 10−4m2✱ t❤❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ✐s ❡①tr✉❞❡❞ t♦ ❛ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ V❝❡❧❧ = 2 · 10−6m3✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✼
r❡✈❡❛❧s t❤❛t t❤❡ ❞r♦♣s ❛r❡ ❞❡t❛❝❤❡❞ ✇✐t❤ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ V ❞❡t❛❝❤❞r♦♣ = 4.8·10−8m3✳
✽✳✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✭▲♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ✶✵✸
❋✐❣✉r❡ ✽✳✼✿ ❉r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡
❋✐❣✉r❡ ✽✳✽✿ ❉r❛❣ ❛♥❞ r❡t❡♥t✐♦♥ ❢♦r❝❡ ❢♦r t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡
✶✵✹ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ✽✳✾✿ ❉r♦♣ r❛❞✐✉s ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ r✐❣❤t ❜❡❢♦r❡ t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❛s
S✐❢l =
V ❞❡t❛❝❤❞r♦♣ · nr̄♣♦r❡
V❝❡❧❧
=
4.8 · 10−8m3 · 20
2 · 10−6m3 = 0.48 , ✭✽✳✹✮
✇❤✐❝❤ ✜ts t♦ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ S✐❢l ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵✳
✽✳✷✳✸ ◆♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡
■♥ ❛ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ s❡tt✐♥❣✱ t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ✐s ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡❞ ❜② t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥
r❛t❡✳ ❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ t❤❡ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧
r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✶ s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ✢✉①❡s s❧♦✇ ❞♦✇♥ t❤❡ ❞r♦♣
❣r♦✇t❤ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞❡❧❛② t❤❡ t✐♠❡ ♦❢ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✳ ❍✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ❧❡❛❞ t♦ ❤✐❣❤❡r
❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡s✱ ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ✐♥ s❧♦✇❡r ❞r♦♣ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✳ ❙✐♥❝❡ ❡♥❡r❣② ✐s r❡♠♦✈❡❞ ❢r♦♠
t❤❡ s②st❡♠ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r♦♣s ❞❡t❛❝❤✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞❡❝r❡❛s❡s ✇✐t❤ ❡✈❡r② ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ s✉r❢❛❝❡ t❡♥s✐♦♥ ✐♥❝r❡❛s❡s s❧✐❣❤t❧②✱ ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞s t♦ ❛ ❤✐❣❤❡r r❡t❡♥t✐♦♥ ❢♦r❝❡
♦✈❡r t✐♠❡✳ ❆s ❛ ❝♦♥s❡q✉❡♥❝❡✱ ❡❛❝❤ ❞r♦♣ ❝❛♥ ❣r♦✇ ❛ ❧✐tt❧❡ ❜✐t ❧❛r❣❡r ❜❡❢♦r❡ ❜❡✐♥❣ ❞❡t❛❝❤❡❞✱
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ ✐ts ♣r❡❞❡❝❡ss♦r✳
✽✳✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✭▲♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ✶✵✺
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✵✿ ▲✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✶✿ ❉r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛♥❞ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝❛s❡
✶✵✻ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✽✳✷✳✹ ❉✐✛❡r❡♥t ♣♦r❡ s✐③❡s
■♥st❡❛❞ ♦❢ t❛❦✐♥❣ ❡✈❡r② s✐♥❣❧❡ ♣♦r❡ r❛❞✐✉s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✇❡ ❝❧✉st❡r t❤❡ ♣♦r❡s ✐♥t♦ s♦✲❝❛❧❧❡❞
♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss❡s ✇✐t❤ ❛ ♠❡❛♥ ♣♦r❡ r❛❞✐✉s r̄♣♦r❡✳ ■♥ ❛ ♠♦r❡ ❞✐✈❡rs❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ t❤❛♥
t❤❡ ♦♥❡ ❛ss✉♠❡❞ ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡✱ ✐t ♠✐❣❤t ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ t♦ ❞❡✜♥❡ s❡✈❡r❛❧ ♣♦r❡✲s✐③❡
❝❧❛ss❡s✳
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t 30% ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡s ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss ✇✐t❤
r̄♣♦r❡ = 10
−3m✱ 10% ❜❡❧♦♥❣ t♦ ❛ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss ✇✐t❤ r̄♣♦r❡ = 10
−4m ❛♥❞ 60% ❤❛✈❡ ❛
♠❡❛♥ r❛❞✐✉s ♦❢ r̄♣♦r❡ = 10
−5m✳ ❚❤✐s ♣♦r❡✲s✐③❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ✐s ❝❤♦s❡♥ r❛♥❞♦♠❧② ❢♦r t❡st✐♥❣
♣✉r♣♦s❡s✳
❉r♦♣ ✈♦❧✉♠❡✿ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✷ s❤♦✇s t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r t❤r❡❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s
❜❡❧♦♥❣✐♥❣ t♦ ♦♥❡ ♦❢ t❤❡ t❤r❡❡ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ♣r❡ss✉r❡
r✐s❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❡✈❡♥ ❛❢t❡r t❤❡ ✜rst ❞r♦♣s ❤❛✈❡ ❢♦r♠❡❞✱ t❤❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥
❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r r̄♣♦r❡ = 10
−4m ❛ ❢❡✇ s❡❝♦♥❞s ❧❛t❡r t❤❛♥ ❢♦r r̄♣♦r❡ = 10
−3m✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ st❛②s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥st❛♥t ❛t p♣♠l =
1.01 ·105Pa✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ❡♥♦✉❣❤ ❢♦r t❤❡ ♣♦r❡s ✇✐t❤ r̄♣♦r❡ = 10−5m t♦ ❜❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ✇❛t❡r✳
❚❤❡ ♠❛ss ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❛♠♦♥❣ t❤❡ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss❡s ❛❝❝♦r❞✲
✐♥❣ t♦ t❤❡ ❣✐✈❡♥ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ fr̄♣♦r❡ ✳ ❲✐t❤✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss✱ ✐t ✐s ❢✉rt❤❡r ❞✐str✐❜✉t❡❞
❡q✉❛❧❧② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ nr̄♣♦r❡ ♣♦r❡s✳ ❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r ♣♦r❡ ✐s t❤❡r❡✲
❢♦r❡ V ❣r♦✇t❤❞r♦♣ =
fr̄♣♦r❡
nr̄♣♦r❡
·V t♦t❛❧❞r♦♣ = 0.05 ·V t♦t❛❧❞r♦♣ ❢♦r ❡❛❝❤ ♣♦r❡✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s
❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡r ♦♥❧② ✐♥ t❤❡ ❜❡❣✐♥♥✐♥❣ ❞✉❡ t♦ t❤❡ s❧✐❣❤t ❞❡❧❛② ✐♥ t✐♠❡✳
❙✉♠♠✐♥❣ ✉♣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ ❡❛❝❤ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss ②✐❡❧❞s t❤❡ t♦t❛❧ ❞r♦♣
✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ♣❡r❝❡♥t❛❣❡ fr̄♣♦r❡
❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ t♦t❛❧ ✈♦❧✉♠❡ ♣❡r ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss✳
✽✳✷✳✺ P❛r❛♠❡t❡r st✉❞②
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ❛ s❡❧❡❝t✐♦♥ ♦❢ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ ✈❛r②✐♥❣ ♣❛r❛♠❡t❡rs ✐s ♣r❡s❡♥t❡❞ t♦
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳
❱❛r②✐♥❣ ✐♥✢♦✇ r❛t❡✿ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ✇❤✐❝❤ r❡s✉❧t ❢r♦♠ ✈❛r②✐♥❣
✐♥✢♦✇ r❛t❡s ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❆ s♠❛❧❧❡r ✐♥✢♦✇ r❛t❡ ♦❢
q = 0.5 · 10−5kg/s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ s❧♦✇❡r ❣r♦✇t❤ r❛t❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤
✽✳✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✭▲♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ✶✵✼
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✷✿ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss❡s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✸✿ ❚♦t❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss❡s
✶✵✽ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✹✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ✐♥✢♦✇ r❛t❡s
q = 1 · 10−5kg/s✳ ❋♦r ❛ ❤✐❣❤❡r r❛t❡ ♦❢ q = 1.5 · 10−5kg/s✱ t❤❡ ❞r♦♣s ❣r♦✇ ❢❛st❡r✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡
❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝r✐t❡r✐♦♥ ❞♦❡s ♥♦t ❞❡♣❡♥❞ ♦♥ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡✱ ❛❧❧ ❞r♦♣s ❛r❡ ❞❡t❛❝❤❡❞ ❛t t❤❡
s❛♠❡ ✈♦❧✉♠❡✳
❱❛r②✐♥❣ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t②✿ ❚❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t
♦❢ t❤❡ ❞r♦♣s✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞r❛❣ ❢♦r❝❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ sq✉❛r❡❞ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ✈❡❧♦❝✐t② ❝♦♠♣♦♥❡♥t
v2x✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r ❤✐❣❤❡r✱ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ❧♦✇❡r✱ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s t❤❛♥ s❡t ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❝❛s❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✺✳ ◆♦t❡ t❤❛t ❢♦r v = 3.5m/s✱ t❤❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❞r♦♣
r❛❞✐✉s ❜❡❢♦r❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✐s r❞❡t❛❝❤❞r♦♣ = 0.00251m✳ ❚❤✐s ♠❡❛♥s t❤❛t t❤❡ ❞r♦♣s ✇♦✉❧❞ t♦✉❝❤
❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ ❞❡t❛❝❤❡❞ ❛♥❞ s❤♦✉❧❞ ♥♦ ❧♦♥❣❡r ❜❡ tr❡❛t❡❞ ❛s s♣❤❡r✐❝❛❧ s❡❣♠❡♥ts✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ❢♦r t♦✉❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡r❣✐♥❣ ❞r♦♣s ❛r❡ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡❞ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝t✐♦♥✳
❱❛r②✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✿ ❯♥❞❡r ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❞r♦♣s ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡s t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✻ ✐❧❧✉str❛t❡s t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦♥ t❤❡
❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❋♦r ❤✐❣❤❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s✱ ♠♦r❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡✱ ❧❡❛❞✐♥❣
t♦ s❧♦✇❡r ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✳
✽✳✷ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✭▲♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡✮ ✶✵✾
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✺✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t✐❡s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✻✿ ❱❛r✐❛t✐♦♥ ♦❢ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s
✶✶✵ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✽✳✷✳✻ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ❞❡♠♦♥str❛t❡s t❤❛t ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤✲
♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❞r♦♣
❝②❝❧❡s ❝❛♥ ❜❡ ♠♦❞❡❧❡❞ ✇✐t❤ ❛ st❛❜❧❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❆s ✐♥t❡♥❞❡❞ ❜② t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧
♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛s ❛ ♣r✐♠❛r② ✈❛r✐❛❜❧❡ r❡♣r❡s❡♥ts t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ✐♥ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ❞r♦♣ s✉r❢❛❝❡s ❜❡❝♦♠❡s ❛♣♣❛r❡♥t
✇❤❡♥ t❛❦✐♥❣ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚❤❡ s❧♦✇❡r ❞r♦♣ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s ❝❛♥
❜❡ ❞✐r❡❝t❧② ❧✐♥❦❡❞ t♦ t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡s✳ ■❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦r❡ s✐③❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ s✉❜s❡q✉❡♥t❧②✱ ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♣♦r❡ r❛❞✐✉s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞♦❡s ♥♦t r✐s❡ ✐♥✜♥✐t❡❧②✱ t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ♥♦t
❢✉❧✜❧❧❡❞ ❢♦r ❡✈❡r② ♣♦r❡ r❛❞✐✉s✳ ❚❤✐s ❜❡❤❛✈✐♦r ♠❛t❝❤❡s t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❛♥❞
❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✳ ❱❛r✐❛t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ✐♥✢♦✇ r❛t❡✱ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ❛♥❞ ♦✈❡r❛❧❧ t❡♠♣❡r❛t✉r❡
s❤♦✇ t❤❛t t❤❡ ❞r♦♣s r❡❛❝t t♦ s✉❝❤ ❛❧t❡r❡❞ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ✇❛②✳ ❚❤❡✐r q✉❛❧✐✲
t❛t✐✈❡ ❜❡❤❛✈✐♦r ❝❛♥ ❜❡ ❡①♣❧❛✐♥❡❞ ❢♦r ❛❧❧ t❡st❡❞ ♣❛r❛♠❡t❡rs✳ ❋♦r ❛ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡ ❛♥❛❧②s✐s✱
t❡st ❝❛s❡s ✇✐t❤ ❞❛t❛ ❢r♦♠ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts ♦r ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❤♦✉❧❞ ❜❡ s❡t ✉♣ ✐♥ t❤❡ ❢✉t✉r❡✳
✽✳✸ ▼❡r❣✐♥❣
■♥ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦r❡s ✇❛s s❡t ♠❛♥✉❛❧❧② t♦ ❛✈♦✐❞ t❤❛t t❤❡ ❞r♦♣s
t♦✉❝❤ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❞❡t❛❝❤✳ ■♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥✱ t❤❡ ♥✉♠❜❡r ♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ✐s s❡t ❜② t❤❡
♣♦r♦s✐t② ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤✐s r❡s✉❧ts ✐♥ ❛ ❧❛r❣❡r ♥✉♠❜❡r ♦❢ ♣♦r❡s✱ ✇✐t❤ s♠❛❧❧❡r
❞✐st❛♥❝❡s ✐♥ ❜❡t✇❡❡♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❡①♣❡❝t t❤❡ ❞r♦♣s t♦ ♠❡r❣❡ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❛r❡ ❞❡t❛❝❤❡❞✳
❚♦ t❡st t❤✐s ❝❧❛✐♠✱ ❛ ♠❡r❣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❞❡✜♥❡❞✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡
❛❧❧ ♣♦r❡s t♦ ❜❡ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ♦✈❡r t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ AΓ✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡
✽✳✺✳ ❊❛❝❤ ❞r♦♣ ❝♦✈❡rs ❛♥ ❛r❡❛ ♦❢ A❞r♦♣ = πr
2
❞r♦♣✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❞r♦♣s ♠❡r❣❡ ❛s s♦♦♥ ❛s
t❤❡② t♦✉❝❤✱ ✇❤✐❝❤ ✇♦✉❧❞ ❜❡ t❤❡ ❝❛s❡ ✐❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❛r❡❛s Asq✉❛r❡❞r♦♣ = (2r❞r♦♣)
2 ✇♦✉❧❞ ❝♦✈❡r
t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ AΓ✱ ❛s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✼✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ✜rst ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ sq✉❛r❡ ❛r❡❛s Asq✉❛r❡❞r♦♣ ❛♥❞ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡♠ t♦
AΓ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ❧❛t❡st t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r♦♣s t♦✉❝❤ ❛♥❞ ♠❡r❣❡✳ ❚❤❡♥✱ ❛s ❛ s❡❝♦♥❞
❝r✐t❡r✐♦♥✱ t❤❡ s✉♠ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❛r❡❛s
∑︁
A❞r♦♣ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛ AΓ t♦
♦❜t❛✐♥ ❛♥ ❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❡❛r❧✐❡st t✐♠❡ ♦❢ t♦✉❝❤✐♥❣ ❛♥❞ ♠❡r❣✐♥❣✳
✽✳✸ ▼❡r❣✐♥❣ ✶✶✶
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✼✿ ❚♦✉❝❤✐♥❣ ♦❢ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧② ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❞r♦♣s
✭❛✮ ■♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ✭❜✮ ❚♦t❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❢♦r ✽✵ ♣♦r❡s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✽✿ ❉r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❢♦r n♣♦r❡s = n♣♦r❡s(Φ)
✽✳✸✳✶ ❘❡s✉❧ts





≈ 80✳ ❆s ♠❡♥✲
t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞r♦♣s ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❞✐str✐❜✉t❡❞ ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s❧②✱ ✇✐t❤ ✹ ❞r♦♣s ✐♥
①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ ✷✵ ❞r♦♣s ✐♥ ③✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ♦✈❡r t✐♠❡ ✐s ♣r❡✲
s❡♥t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✽❛✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s ♥♦✇ ❞✐str✐❜✉t❡❞
❜❡t✇❡❡♥ ✽✵ ♣♦r❡s✱ t❤❡ ❞r♦♣s ❣r♦✇ s❧♦✇❡r ❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤ ✷✵ ♣♦r❡s✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ t♦t❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡①❝❡❡❞s t❤❡ t♦t❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❛t t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t
✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ V ❞❡t❛❝❤✱t♦t❛❧❞r♦♣ = 20 · 4.8 · 10−8m3 = 9.6 · 10−7m3 ❛❧r❡❛❞② ❛t t = 174s✱
s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✽❜✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✾❛ ❝♦♠♣❛r❡s t❤❡ ❛r❡❛s Asq✉❛r❡❞r♦♣ ❛♥❞ AΓ ❛♥❞ r❡✈❡❛❧s t❤❛t A
sq✉❛r❡
❞r♦♣ = AΓ ❛t t =
109.9s✳ ❊✈❛❧✉❛t✐♥❣ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝r✐t❡r✐♦♥ ②✐❡❧❞s
∑︁
A❞r♦♣ = AΓ ❛t t = 137.0s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱
t❤❡ ♣♦✐♥t ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣ ❝❛♥ ❜❡ ❡st✐♠❛t❡❞ ❛s 109.9s ≤ t♠❡r❣❡ ≤ 137.0s✳ ❚❤❡ ❧✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥
✶✶✷ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✭❛✮ ❉❡t❡r♠✐♥❛t✐♦♥ ♦❢ ♠❡r❣✐♥❣ t✐♠❡ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣
s✉♠♠❡❞ ✉♣ ❞r♦♣ ❛r❡❛s ✇✐t❤ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡❛
✭❜✮ ▲✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣ ❞r♦♣s ✇✐t❤ ✈❡rt✐✲
❝❛❧ ❧✐♥❡s t♦ ✐♥❞✐❝❛t❡ t❤❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ♠❡r❣✐♥❣ t✐♠❡
♣❡r✐♦❞
❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✾✿ ❉r♦♣✲❝♦✈❡r❡❞ ❛r❡❛ ❛♥❞ ❧✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❢♦r n♣♦r❡s = n♣♦r❡s(Φ)
♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✶✾❜ ❛♥❞ ✐s S✐❢l = 0.29 ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r♦♣s ♠❡r❣❡
❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ✜rst ❝r✐t❡r✐♦♥✱ ❛♥❞ S✐❢l = 0.42 ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ s❡❝♦♥❞ ♦♥❡✳
✽✳✸✳✷ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✉♥❞❡r t❤❡ ❛ss✉♠♣t✐♦♥ t❤❛t t❤❡ ♣♦r♦s✐t② ❞❡t❡r♠✐♥❡s t❤❡ ♥✉♠❜❡r
♦❢ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ♠❛t❝❤ t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s✿ ❚❤❡ ❞r♦♣s ❢♦r♠ ❛♥❞ ❣r♦✇ ❛s ✐♥ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡
❝❛s❡✱ ❜✉t t♦✉❝❤ ❜❡❢♦r❡ t❤❡② ❝❛♥ ❜❡ ❞❡t❛❝❤❡❞✳ ❆s s♦♦♥ ❛s ❞r♦♣s t♦✉❝❤ ❛♥❞ ♠❡r❣❡✱ ❛ ♥❡✇
❝♦♥❝❡♣t ❜❡❝♦♠❡s ♥❡❝❡ss❛r② s✐♥❝❡ t❤❡② ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❞❡s❝r✐❜❡❞ ❛s s♣❤❡r✐❝❛❧ s❤❛♣❡s ❛♥②♠♦r❡✳
❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♥❡❡❞ t♦ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t t♦ ♠♦❞❡❧ ✜❧♠
✢♦✇✱ ❛s s✉❣❣❡st❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✻✳✸✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❝r✐t❡r✐❛ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ t✐♠❡ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r♦♣s ♠❡r❣❡ ❝❛♥♥♦t t❛❦❡ ❤❡t❡r♦✲
❣❡♥❡♦✉s ❞✐str✐❜✉t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡s ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❚♦ ❞♦ s♦✱ t❤❡ ❞r♦♣s ✇♦✉❧❞ ❤❛✈❡ t♦ ❜❡
r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧②✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦✉t ♦❢ t❤❡ s❝♦♣❡ ♦❢ ♦✉r ♠♦❞❡❧✳
✽✳✹ ❋✐❧♠ ✢♦✇
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈✐♦✉s s❡❝t✐♦♥ s❤♦✇ t❤❛t ✜❧♠ ✢♦✇ s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ✇❤❡♥
♠♦❞❡❧✐♥❣ r❡❛❧✐st✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛✳ ■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡
✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ ✉♥❞❡r ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦
✽✳✹ ❋✐❧♠ ✢♦✇ ✶✶✸
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✈✛g ✐s s❡t t♦ ③❡r♦ t♦ ♣r❡✈❡♥t t❤❡ ❞r♦♣ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t
✉♥❞❡r ♦t❤❡r✇✐s❡ ❡q✉❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ■♥st❡❛❞✱ ❛ s♠❛❧❧ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ✇✐t❤ ❛ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ♦❢
∆pg = 0.006Pa ✐s s❡t ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❞♦♠❛✐♥✳
❋♦r ❜♦t❤ t❤❡ ✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ t❡st ❝❛s❡✱ ❛ ♥♦✲✢♦✇ ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛♥
♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛r❡ t❡st❡❞ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳
✽✳✹✳✶ ■s♦t❤❡r♠❛❧ t❡st ❝❛s❡
❋♦r t❤❡ ✜❧♠ ✢♦✇ s❝❡♥❛r✐♦s✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❢♦r t❤❡ t✇♦ ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✵❛ s❤♦✇s t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❛❝❤ ♦❢
t❤❡ s✐① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ♦✈❡r t✐♠❡ ❢♦r ❛ ♥♦✲✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥✳ ❚❤❡ ❞❛s❤❡❞ ❧✐♥❡
✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❛t✉r❛t✐♦♥ S♠❡r❣❡l = 0.5✳ ❚❤✐s ✈❛❧✉❡ ✐s ♦♥❧② ❛ ❣✉❡ss ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧❛❝❦
♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ♦r ❞❡t❛✐❧❡❞ ❦♥♦✇❧❡❞❣❡ ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡s✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ s♠❛❧❧ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✱ ❛ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉① ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛s s♦♦♥ ❛s
t❤❡ ❝r✐t✐❝❛❧ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s ❡①❝❡❡❞❡❞ ✐♥ ❛t ❧❡❛st t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❡❧❡♠❡♥ts✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥
✐♥ t❤❡ ❧❡❢t ❣r✐❞ ❝❡❧❧ st✐❧❧ ✐♥❝r❡❛s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱
❜✉t ❣r♦✇s ✇✐t❤ ❛ s✐❣♥✐✜❝❛♥t❧② s♠❛❧❧❡r r❛t❡ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ♦✉t❣♦✐♥❣ ✢✉①❡s ❛❝r♦ss ✐ts r✐❣❤t
❜♦✉♥❞❛r②✳ ■♥ t❤❡ ❢♦✉r ❝❡♥tr❛❧ ❡❧❡♠❡♥ts✱ t❤❡ ❣r♦✇t❤ r❛t❡ st❛②s ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ❝♦♥st❛♥t✱
s✐♥❝❡ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❛❝r♦ss t❤❡ ❧❡❢t ❛♥❞ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r✐❡s ❜❛❧❛♥❝❡ ♦✉t✳ ❚❤❡ ❣r♦✇t❤ ✐ts❡❧❢
✐s st✐❧❧ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ ❡❧❡♠❡♥t ✺
✭r✐❣❤t ❣r✐❞ ❝❡❧❧✮ s❤♦✇s ❛ ❢❛st❡r ✐♥❝r❡❛s❡ ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛s s♦♦♥ ❛s ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❛r❡
♣♦ss✐❜❧❡✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♥♦✲✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♦♥ t❤❡ r✐❣❤t✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s ✐♥
t❤✐s ❝❡❧❧✳
❚♦ ❛✈♦✐❞ ❛♥ ❛❝❝✉♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❛♥ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s s❡t ✐♥ ❛ s❡❝♦♥❞ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
r✉♥✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✵❜ s❤♦✇ ✈❛r②✐♥❣ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❞♦♠❛✐♥✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❝❛♥ ❧❡❛✈❡ t❤❡ r✐❣❤t ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ❛❝r♦ss t❤❡ r✐❣❤t ❜♦✉♥❞❛r②✱
✇❤✐❝❤ ❛❧❧♦✇s ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉① ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♦✉t✢♦✇✱ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❢r♦♠
t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s r❡❛❝❤ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ ❝♦♥st❛♥t
s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛❢t❡r t ≈ 200s ✐♥ ❡✈❡r② ❣r✐❞ ❝❡❧❧✳
✽✳✹✳✷ ◆♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ t❡st ❝❛s❡
❚❤❡ s❛♠❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❛r❡ t❡st❡❞ ❢♦r ❛ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ s❡tt✐♥❣✳ ❋✐❣✉r❡s ✽✳✷✶❛ ❛♥❞
✽✳✷✶❜ ♣r❡s❡♥t t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ❆❣❛✐♥✱ ❛ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉① ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦
✶✶✹ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
r✐❣❤t ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛♥❞ ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❞r♦♣ ❣r♦✇t❤ r❛t❡s✳ ❈♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥








✭❛✮ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦✲✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭❜✮ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥







✭❛✮ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♥♦✲✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
✭❜✮ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ✇✐t❤ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✶✿ ❙❛t✉r❛t✐♦♥ ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✉♥❞❡r ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
✽✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✶✶✼
✽✳✹✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♦❢ ❛ ❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲
✢♦✇ s②st❡♠ ②✐❡❧❞s q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧② ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ r❡s✉❧ts✳ ❆ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✢✉① ❢r♦♠ ❧❡❢t t♦ r✐❣❤t ✐s
❡st❛❜❧✐s❤❡❞ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ ❞r♦♣s ✐♥ t✇♦ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s t♦✉❝❤ ❛♥❞ ♠❡r❣❡✳ ■♥ ❝❛s❡ ♦❢
❛ ❝❧♦s❡❞ ❜♦r❞❡r✱ t❤❡ ✇❛t❡r ❛❝❝✉♠✉❧❛t❡s✳ ❋♦r ❛♥ ♦✉t✢♦✇ ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ s❡tt❧❡s
❛t ❛ ❝♦♥st❛♥t ✈❛❧✉❡✱ ✇❤✐❝❤ ❞✐✛❡rs ❢♦r ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ❝❡❧❧✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✜❧♠ t❤✐❝❦♥❡ss ❞❡♣❡♥❞s ♦♥
t❤❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✱ ❞✐✛❡r❡♥t ✜❧♠ ❤❡✐❣❤ts ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✐♥ ♥❡✐❣❤❜♦r✐♥❣ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s✳ ❋♦r
❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉① ❜❡t✇❡❡♥ t✇♦ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ✇✐t❤ ❞✐✛❡r❡♥t
✜❧♠ ❤❡✐❣❤ts✱ ❣r❛✈✐t② s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❯♥❞❡r t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ ❛
❝♦rr❡s♣♦♥❞✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥t✱ ❛ ❝♦♥t✐♥✉♦✉s ✜❧♠ ❤❡✐❣❤t ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
✐s ❡①♣❡❝t❡❞✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✈❛❧✉❡ ❢♦r t❤❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ r❡♣❧❛❝❡❞ ❜② ❛ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧❧② ♦r
❡♠♣✐r✐❝❛❧❧② ❞❡r✐✈❡❞ ♥✉♠❜❡r✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s t✉r♥s ♦✉t t♦ ❜❡ ✈❡r② s❡♥s✐t✐✈❡ t♦ t❤❡ ✢♦✇ r❛t❡s




10−6m2✱ ♦♥❧② s♠❛❧❧ ❤♦r✐③♦♥t❛❧ ♣r❡ss✉r❡ ❣r❛❞✐❡♥ts ✇❤✐❝❤ ❧❡❛❞ t♦ ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ♦❢ t❤❡ s❛♠❡
♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❛s t❤❡ ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♥ ❜❡ ❤❛♥❞❧❡❞ ❜② t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧
s♦❧✈❡r✳
■♥ s✉♠♠❛r②✱ t❤✐s ✜rst ❝♦♥❝❡♣t ❢♦r ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❞♦❡s ♥♦t ②❡t r❡♣r❡s❡♥t r❡❛❧ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s✱
❜✉t ❝♦✉❧❞ s❡r✈❡ ❛s ❛ ❜❛s❡ ❢♦r ❢✉rt❤❡r ❞❡✈❡❧♦♣♠❡♥ts ❛♥❞ ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝
✜❧♠ ✢♦✇ ♠♦❞❡❧✳
✽✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t
❆❢t❡r ❧♦♦❦✐♥❣ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ t❤❡ ❞r♦♣s t❤❡♠s❡❧✈❡s✱ ✇❡ ♥♦✇ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡
❞r♦♣s✬ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ ❛ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧
s❡tt✐♥❣✳
❋✐rst✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✭❙❡❝t✐♦♥ ✹✳✷✮
✇✐t❤ t❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t s❡t✲✉♣s ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✺✳✶✳ ❚❤❡♥✱ ❛ ♠♦r❡
❞❡t❛✐❧❡❞ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤
✶✶✽ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✷✿ ❉r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ❢♦r ❞✐✛❡r❡♥t ♣♦r❡ r❛❞✐✐
❞r♦♣s ✭❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✮ ✐s ❝♦♥❞✉❝t❡❞ ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✺✳✷✳ ❆❧❧ r❡s✉❧ts ❛r❡ ❞✐s❝✉ss❡❞ ❛♥❞ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✺✳✸✳
✽✳✺✳✶ ❉✐✛❡r❡♥t ♥✉♠❜❡rs ♦❢ ❞r♦♣s
❚❤r❡❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦♠❜✐♥❛t✐♦♥s ♦❢ ♣♦r❡ r❛❞✐✐ ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r t❤❡ ✜rst ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✿
❼ ❆✿ ❞r♦♣s ♦♥ ❛❧❧ ♣♦r❡s ✭100% r♣♦r❡ = 10
−3m✱ ❛❧❧ ♣♦r❡s ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞✮
❼ ❇✿ ❞r♦♣s ♦♥ s♦♠❡ ♣♦r❡s ✭10% r♣♦r❡ = 10
−3m✱ 90% r♣♦r❡ = 10
−5m✱ s♦♠❡ ♣♦r❡s
❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞✱ s♦♠❡ ♣♦r❡s ❣❛s✲✜❧❧❡❞✮✱
❼ ❈✿ ♥♦ ❞r♦♣s ✭100% r♣♦r❡ = 10
−5m✱ ❛❧❧ ♣♦r❡s ❣❛s✲✜❧❧❡❞✮✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥s ❛r❡ s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✷✳ ❋♦r t❤❡ ♣♦r❡s ✇✐t❤
r♣♦r❡ = 10
−5m✱ t❤❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❤✐❣❤ ❡♥tr②
♣r❡ss✉r❡✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥✢♦✇ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r② ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s t❤❡ s❛♠❡ ❢♦r
❛❧❧ ❝❛s❡s✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✢✉① ❢❡❡❞s t❤❡ ❞r♦♣s ♦♥ ♦♥❧② 10% ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡s ✐♥ ❝❛s❡ ❇✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦
❢❛st❡r ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✸ s❤♦✇s t❤❡ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❝❛s❡s ❆✱ ❇ ❛♥❞ ❈ ❢♦r t❤❡ ❞r♦♣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳ ◆♦t❡ t❤❛t
✽✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✶✶✾
t❤❡ s❝❛❧✐♥❣ ❢❛❝t♦rs ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ t❤❡ ❣❛s ✈❡❧♦❝✐t✐❡s ❞✐✛❡r ❜② ✜✈❡ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✐✳❡✳
χ✈✛g = 10
5·χ✈♣♠g ✱ t♦ ❡♥s✉r❡ t❤❡ ✈✐s✐❜✐❧✐t② ♦❢ t❤❡ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ ✐♥ ❜♦t❤ ❞♦♠❛✐♥s✳ ❆s ❡①♣❡❝t❡❞✱
❋✐❣✉r❡s ✽✳✷✸❛ ❛♥❞ ✽✳✷✸❜ s❤♦✇ ✐❞❡♥t✐❝❛❧ r❡s✉❧ts✳ ■❢ 10% ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡s ❛r❡ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞✱ ❣❛s
❝❛♥ st✐❧❧ ✢♦✇ ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✳ ❆s ❛ r❡s✉❧t✱ t❤❡ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡
❞♦♠❛✐♥ st❛②s ❝♦♥st❛♥t✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✸❝✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ t❤❡ ❣❛s ✈❡❧♦❝✐t② ✐s r❡❞✉❝❡❞
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♥♦✲❞r♦♣s ❝❛s❡✳ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✸❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞s t♦ t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡✱ ✇❤❡r❡
❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❞r♦♣s ❤❛✈❡ ❢♦r♠❡❞✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ❜❧♦❝❦❛❣❡✱
t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❣❛s ♣❤❛s❡ ❝❛♥♥♦t ❡♥t❡r t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡
✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ r✐s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ r✐s✐♥❣ ❛♠♦✉♥t ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ✐♥❥❡❝t❡❞ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠
❜♦✉♥❞❛r②✳ ❚❤❡ ❣❛s ✈❡❧♦❝✐t② ✐s ♦❢ ♦♥❡ ♦r❞❡r ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡ ❧❡ss t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ♦t❤❡r ❝❛s❡s ❛♥❞
t❤❡r❡❢♦r❡ ♥♦t ✈✐s✐❜❧❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s ♣♦✐♥t✐♥❣ ❞♦✇♥✇❛r❞s✱ ✐♥ ♦♣♣♦s✐t❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥ t♦ t❤❡
r✐s✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ❢r♦♠ t❤❡ ❜♦tt♦♠ ❜♦✉♥❞❛r②✳
✽✳✺✳✷ ❘❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡
❋♦r ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s✱ t❤❡ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✐s ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ t❤❡
s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ✐♥ ❙❡❝t✐♦♥ ✽✳✷✳✸ ❤❛✈❡ s❤♦✇♥ t❤❛t t❤❡ ❞r♦♣s ❞❡t❛❝❤
❛t ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t = 159s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ t✐♠❡s t1 = 158s ❛♥❞ t2 = 163s ❛r❡ ❝❤♦s❡♥ ❢♦r
t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ s✉❝❤ t❤❛t t❤❡ ❡✛❡❝ts ❜❡❢♦r❡ ❛♥❞ ❛❢t❡r t❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡
❝❛♣t✉r❡❞✳ ❇❡❧♦✇✱ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ r❡❣✐♦♥s ❛r❡ ❛♥❛❧②③❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳
❋r❡❡ ✢♦✇
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ r❡❣✐♦♥ ✐s r❡str✐❝t❡❞ t♦ t❤❡ ❛r❡❛ ✇❤✐❝❤ ✐s ❞✐r❡❝t❧② ❝♦✉♣❧❡❞
t♦ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ r❡s♣❡❝t✐✈❡❧② ✭0.02m ≤ x✛ ≤ 0.08m✮✳ ❆❧❧ ✈❛❧✉❡s ❛r❡
t❛❦❡♥ ❛t ❛ ❤❡✐❣❤t ♦❢ y✛ = 0.001m✳
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✹ s❤♦✇s t❤❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✇❛t❡r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❣❛s Xwg ❢♦r t1 ❛♥❞ t2✳
■♥ ♥♦♥✐s♦t❤❡r♠❛❧ s❡tt✐♥❣s✱ t❤❡ ✇❛t❡r ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ✐♥ ❣❛s ✐♥❞✐❝❛t❡s t❤❡ ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡ ♦❢ ❧✐q✉✐❞ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❞r♦♣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❤✐❣❤❡r
❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡s t❤❛♥ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱
❧❡ss ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ t❛❦❡s ♣❧❛❝❡ ❛t t2✱ s✐♥❝❡ t❤❡ ❞r♦♣s ❛r❡ ❥✉st st❛rt✐♥❣ t♦ ❣r♦✇ ❛❣❛✐♥ ❛♥❞
❤❛✈❡ ❛ s♠❛❧❧❡r s✉r❢❛❝❡ t❤❛♥ ❛t t1✳
❚❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ T ✐s ✐❧❧✉str❛t❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✺✳ ❍✐❣❤❡r ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡s ❝❛♥
❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞ ✇❤❡♥ ❞r♦♣s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ❧❡❛❞✐♥❣ t♦ ❛ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣ ❛❧♦♥❣
✶✷✵ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✭❛✮ ●❛s ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s ✭s✐♠♣❧❡ ❝♦♥❝❡♣t✮
✭❜✮ ●❛s ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s ✭❞r♦♣ ❝♦♥❝❡♣t✮
✭❝✮ ●❛s ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ 10% ❞r♦♣s
✭❞✮ ●❛s ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✇✐t❤ 100% ❞r♦♣s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✸✿ ●❛s ♣r❡ss✉r❡ ❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✐♥ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛t t1 = 158s
✽✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✶✷✶
✭❛✮ ▼❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❣❛s ❛t t = 158s ✭❜✮ ▼❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❣❛s ❛t t = 163s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✹✿ ❋r❡❡ ✢♦✇✿ ▼❛ss ❢r❛❝t✐♦♥ ♦❢ ✇❛t❡r ✐♥ ❣❛s ♦✈❡r ①✲❛①✐s
✭❛✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t = 158s ✭❜✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t = 163s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✺✿ ❋r❡❡ ✢♦✇✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r ①✲❛①✐s
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❆❣❛✐♥✱ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❞r♦♣ ✐s ❧❛r❣❡r ❛t t1✱ ✇❤❡♥ t❤❡ ❞r♦♣s ❤❛✈❡ ❛❧♠♦st
r❡❛❝❤❡❞ t❤❡✐r ♠❛①✐♠✉♠ ✈♦❧✉♠❡ ❛♥❞ s✉r❢❛❝❡ ❛r❡❛✳
P♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
❚❤❡ r❡s✉❧ts ❢♦r t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ❝❡♥tr❛❧ ②✲❛①✐s ❛t x♣♠ = 0.03m
❜❡❝❛✉s❡ ♦❢ t❤❡ ✈❡rt✐❝❛❧ ♠❛✐♥ ✢♦✇ ❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❲❡ ♠♦st❧② ❢♦❝✉s ♦♥ t❤❡ ✉♣♣❡r ♣❛rt ♦❢ t❤❡
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥✳
❉✉❡ t♦ t❤❡ ❝♦♥st❛♥t ✐♥✢♦✇ ❛❝r♦ss t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ r✐s❡s ❢r♦♠
S✐♥✐tl = 0.0 t♦ S
♣♠
l = 0.15 ❛♥❞ S
♣♠
l = 0.31 r❡s♣❡❝t✐✈❡❧②✱ ❛s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✻❛✳ ❲❤✐❧❡
t❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛t t❤❡ ✉♣♣❡r ❜♦✉♥❞❛r② ✭y♣♠ = 0.03m✮ ✐s ❛❧♠♦st ❝♦♥st❛♥t ✇❤❡♥ ❞r♦♣s ❛r❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✱ ✐t ✐♥❝r❡❛s❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧② ✇❤❡♥ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ✐s ♥♦t ❛❧❧♦✇❡❞ t♦ ❧❡❛✈❡ t❤❡
♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ s❡❡ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✻❜✳
❚❤❡ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❞✐r❡❝t❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡s t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ pc✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t❧②✱ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✼❜
s❤♦✇s ❛ s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❢♦r t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t t❤❛♥ ❋✐❣✉r❡
✶✷✷ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✭❛✮ ▲✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛t t = 158s ✭❜✮ ▲✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛t t = 163s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✻✿ P♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✿ ▲✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ♦✈❡r ②✲❛①✐s
✭❛✮ ❈❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❛t t = 158s ✭❜✮ ❈❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ❛t t = 163s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✼✿ P♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✿ ❈❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ♦✈❡r ②✲❛①✐s
✽✳✷✼❛✳
❚❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❞❡♣❡♥❞s ♦♥ t❤❡ ❣❛s ♣r❡ss✉r❡ ❛s ✇❡❧❧ ❛s t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡ ✈✐❛
pl = pc + pg ✐♥ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❆s ❛❧r❡❛❞② s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✸❞✱ t❤❡
❣❛s ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s ❤✐❣❤❡r ❜② ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② ∆pg = 2 · 103Pa ✐❢ ❛❧❧
s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❧✐q✉✐❞✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ❝❛♣✐❧❧❛r② ♣r❡ss✉r❡s ✐s
♦♥❧② −400Pa ≤ ∆pc ≤ −200Pa✱ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ✇❤❡♥ ❞r♦♣s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t ✐s ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✇❤❡♥ t❤❡② ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t s❧✐❣❤t❧② ❞❡❝r❡❛s❡s ❛❢t❡r t❤❡
❞❡t❛❝❤♠❡♥t✱ ✇❤✐❧❡ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t r✐s❡s ❝♦♥t✐♥✉♦✉s❧②✳
❈♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛s ❞♦♥❡ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✽✳✷✾❛ ❛♥❞ ✽✳✷✾❜✱
②✐❡❧❞s ❛ s✐♠✐❧❛r r❡s✉❧t ❛s t❤❡ ♦♥❡ ♦❜t❛✐♥❡❞ ❢♦r t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ r❡❣✐♦♥✿ ❉✉❡ t♦ t❤❡ ♣r❡s❡♥❝❡
♦❢ ❞r♦♣s✱ ❛ ❤✐❣❤❡r ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ r❛t❡ ❡st❛❜❧✐s❤❡s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇❤❡♥ ❞r♦♣s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦
❛❝❝♦✉♥t✱ ②✐❡❧❞✐♥❣ ❧♦✇❡r t❡♠♣❡r❛t✉r❡s ✇❤❡♥ ❞r♦♣s ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
✽✳✺ ❈♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✶✷✸
✭❛✮ ▲✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t = 158s ✭❜✮ ▲✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ❛t t = 163s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✽✿ P♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✿ ▲✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ♦✈❡r ②✲❛①✐s
✭❛✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t = 158s ✭❜✮ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ❛t t = 163s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✷✾✿ P♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✿ ❚❡♠♣❡r❛t✉r❡ ♦✈❡r ②✲❛①✐s
✶✷✹ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✽✳✺✳✸ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
■♥ ❣❡♥❡r❛❧✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❞✐✛❡r❡♥t ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ♠❡❡t t❤❡ ❡①♣❡❝t❛t✐♦♥s
✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ❜❡❤❛✈✐♦r ♦❢ ♣r❡ss✉r❡✱ ✈❡❧♦❝✐t②✱ t❡♠♣❡r❛t✉r❡✱ ♠❛ss ❢r❛❝t✐♦♥
❛♥❞ s❛t✉r❛t✐♦♥✳ ■❢ ♥♦t ❛❧❧ ♣♦r❡s ❛r❡ ♦❝❝✉♣✐❡❞ ❜② ❧✐q✉✐❞✱ ❛♥ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❣❛s ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡
✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝❛♥ t❛❦❡ ♣❧❛❝❡✳ ■♥ r❡❧❛t✐✈❡❧② ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✇❤❡r❡
❛❧❧ ♣♦r❡s ❤❛✈❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ s❛♠❡ r❛❞✐✉s✱ t❤❡ ✇❤♦❧❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✇♦✉❧❞ ❜❡ ❜❧♦❝❦❡❞ ❢♦r
❣❛s❡♦✉s ✢✉①❡s ✐❢ ❞r♦♣s ❢♦r♠✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡✈❛❧✉❛t❡❞
❛♥❞ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❞r♦♣s s❤♦✉❧❞ ❜❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ■♥ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛
✇✐t❤ ♣♦r❡ r❛❞✐✐ ♦❢ ❞✐✛❡r❡♥t ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ✐♥t❡r❢❛❝✐❛❧ ❞r♦♣s ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ❛ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❜❡t✇❡❡♥ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡
❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞
❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞✳
✽✳✻ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✭P❤❛s❡✲✜❡❧❞
♠♦❞❡❧✮
■♥ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣✱ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛
♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛s ✐♥tr♦❞✉❝❡❞ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✼ ❛r❡ s❤♦✇♥ ❛♥❞ ❞✐s❝✉ss❡❞✳ ❋✐rst✱ t❤❡ s❡t✲✉♣
♦❢ t❤❡ t✇♦ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥s ✐s ♦✉t❧✐♥❡❞✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❛s
✇❡❧❧ ❛s ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ s❡♣❛r❛t❡❧②✳ ❆s ♠❡♥t✐♦♥❡❞ ❜❡❢♦r❡✱ t❤❡ r❡s✉❧ts ❛r❡
❛❧s♦ ♣✉❜❧✐s❤❡❞ ❜② ❆❝❦❡r♠❛♥♥ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✷✶❝❪✳
✽✳✻✳✶ ❙❡t✲✉♣
❚❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ❛r❡ s❦❡t❝❤❡❞ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✵✳
P♦r❡✲s❝❛❧❡✿ ❆♥ ✉♥str✉❝t✉r❡❞ ❣r✐❞ ✐s ✉s❡❞ t♦ ❝♦♠♣✉t❡ t❤❡ ❞r♦♣s ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞
♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♣♦r❡ ❤❛s ❛ r❛❞✐✉s ♦❢ r♣♦r❡ = 2.5 · 10−3m✳ ❙✐♥❝❡ ❞❡❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞✱
t❤❡ ❞r♦♣s ❛r❡ s②♠♠❡tr✐❝❛❧ t♦ t❤❡ ②✲❛①✐s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❢♦r t❤❡
♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥t❛✐♥s ♦♥❧② ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ❤❛❧❢ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡ ❛♥❞ ❞r♦♣ t♦ s❛✈❡ ❝♦♠♣✉t❛t✐♦♥
t✐♠❡✳
✽✳✻ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✭P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✮ ✶✷✺
✭❛✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥✲
❞✐t✐♦♥s ❢♦r t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠
✭❜✮ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥ ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
❢♦r t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ♣r♦❜❧❡♠
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✵✿ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ ❞♦♠❛✐♥s ❛♥❞ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s
▼❛❝r♦✲s❝❛❧❡✿ ❋♦r t❤❡ ✢♦✇ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ❛ ✈❡rt✐❝❛❧ ♦♥❡✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✢♦✇ ✐s
❛ss✉♠❡❞✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ♦♥❧② ♦♥❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧ ✐s r❡s♦❧✈❡❞ ✐♥ ①✲❞✐r❡❝t✐♦♥ ❛♥❞ t❤r❡❡ ❣r✐❞ ❝❡❧❧s ❛r❡ s❡t
✐♥ ②✲❞✐r❡❝t✐♦♥✳ ❚❤❡ ✐♥✢♦✇ r❛t❡ ❛t t❤❡ ❜♦tt♦♠ ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s q❜♦tt♦♠ = 0.025kg/s✳
■♥ ❡❛❝❤ ❣r✐❞ ❝❡❧❧✱ ✷✺ ♣♦r❡s ✭50%✮ ❛r❡ ❛ss✉♠❡❞ t♦ ✜❧❧ ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞✱ ✇❤✐❝❤ st✐❧❧ ❛❧❧♦✇s t❤❡
❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ❣❛s ❛❝r♦ss t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❋♦r t❤❡ ❢r❡❡
✢♦✇✱ t❤❡ ♠❛①✐♠✉♠ ✈❡❧♦❝✐t② ♦❢ t❤❡ ♣❛r❛❜♦❧✐❝ ✈❡❧♦❝✐t② ♣r♦✜❧❡ ❛t t❤❡ ❧❡❢t ❜♦✉♥❞❛r② ✐s s❡t
t♦ v♠❛① = 5m/s✳
✽✳✻✳✷ P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✶ s❤♦✇s t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❛t ❞✐✛❡r❡♥t t✐♠❡s✳ ❆t t = 0s✱ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞
♠♦❞❡❧ ✐s ✐♥✐t✐❛❧✐③❡❞ ✇✐t❤ ❛ ❧✐q✉✐❞✲✜❧❧❡❞ ♣♦r❡✳ ❚❤❡ s♠❛❧❧ ❞✐st✉r❜❛♥❝❡s ❛t t❤❡ ♣❤❛s❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡
❛r❡ ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ❣r✐❞ str✉❝t✉r❡✳ ❲✐t❤✐♥ t❤❡ ♥❡①t s❡❝♦♥❞s✱ t❤❡ ❞r♦♣ ❣r♦✇s ❞✉❡ t♦ t❤❡
❧✐q✉✐❞ ♠❛ss ✢✉① ❢r♦♠ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❆t t = 0.25s ✐t r❡❛❝❤❡s ✐ts ♠❛①✐♠✉♠ ✈♦❧✉♠❡✳
❚❤❡ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✐s ❢✉❧✜❧❧❡❞ ❛♥❞ ❛ ♥❡✇ ❞r♦♣ st❛rts t♦ ❢♦r♠ ✐♥ t❤❡ ♥❡①t t✐♠❡
st❡♣✳
❚❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✷✳ ❙❡✈❡r❛❧ ❝②❝❧❡s ♦❢ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱
❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❝❛♣t✉r❡❞✳ ❚❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ♦❢ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧②
0.01m3 ❞♦❡s ♥♦t ❛❝t✉❛❧❧② r❡♣r❡s❡♥t ❛ ❣r♦✇✐♥❣ ❞r♦♣✱ ❜✉t ✐s ❝❛✉s❡❞ ❜② t❤❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✳
✶✷✻ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
✭❛✮ P❤❛s❡ ✜❡❧❞
❛t t = 0s
✭❜✮ P❤❛s❡ ✜❡❧❞
❛t t = 0.1s
✭❝✮ P❤❛s❡ ✜❡❧❞
❛t t = 0.2s
✭❞✮ P❤❛s❡ ✜❡❧❞
❛t t = 0.25s
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✶✿ ❉r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ✐♥ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✷✿ ❉r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ❝♦♠♣✉t❡❞ ❜② t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧
✽✳✻ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✭P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✮ ✶✷✼
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✸✿ ❱❛♣♦r ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇
✽✳✻✳✸ ■♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✢♦✇
❚♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❜❡❤❛✈✐♦r✱ ✇❡ ❝♦♠♣❛r❡
t❤❡ r❡❢❡r❡♥❝❡ ❝❛s❡ ✭✏✇✐t❤ ❞r♦♣s✑✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❝❛s❡ ♦❢ ♥♦ ✐♥✢♦✇ ✐♥t♦ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✱ ✐✳ ❡✳
q❜♦tt♦♠ = 0kg/s✳ ❲✐t❤♦✉t ❧✐q✉✐❞ ♠❛ss ✐♥✢♦✇✱ ♥♦ ❞r♦♣s ❢♦r♠ ✭✏✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s✑✮✳ ❋✐❣✉r❡
✽✳✸✸ s❤♦✇s t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❛♣♦r ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❧♦✇❡st ❢r❡❡✲✢♦✇ ❣r✐❞ ❝❡❧❧✱ ✇❤✐❝❤ ✐♥❝r❡❛s❡s
q✉✐❝❦❧② ❛♥❞ t❤❡♥ st❛②s ❝♦♥st❛♥t ❛t p✛g = 1.57Pa✳
❚❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ t♦♣ ❧❛②❡r ♦❢ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ✐s s❤♦✇♥ ✐♥ ❋✐❣✉r❡s ✽✳✸✹ ❛♥❞ ✽✳✸✺✳
❚❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ r✐s❡s ✉♥t✐❧ t ≈ 1s✱ s✐♠✐❧❛r t♦ t❤❡ ✈❛♣♦r ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇✳
❆❢t❡r✇❛r❞s✱ ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠ ✐s r❡❛❝❤❡❞ ❛♥❞ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ st❛②s ❝♦♥st❛♥t✳ ❉✉❡ t♦ t❤❡
♠❛ss ✐♥✢♦✇ ❛t t❤❡ ❧♦✇❡r ❜♦✉♥❞❛r②✱ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ r✐s❡s ❤✐❣❤ ❡♥♦✉❣❤ t♦ ❢♦r♠ ❞r♦♣s✳
❚❤❡ ❧✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ❛❧s♦ r❡❛❝❤❡s ❛♥ ❡q✉✐❧✐❜r✐✉♠✱ ❜✉t ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡
✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ✐s q✉✐t❡ ❧♦✇ ✐♥ ❜♦t❤ ❝❛s❡s✳
✽✳✻✳✹ ❉✐s❝✉ss✐♦♥
❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ✜rst ✈❡rs✐♦♥ ♦❢ ❛ s❡q✉❡♥t✐❛❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇❤✐❝❤ ❝♦♠✲
❜✐♥❡s t✇♦ ♠♦❞❡❧s ♦♥ ❞✐✛❡r❡♥t s❝❛❧❡s ❛r❡ ♣r♦♠✐s✐♥❣ ✐♥ ❛ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡ ♠❛♥♥❡r✳ ❙❡✈❡r❛❧
❝②❝❧❡s ♦❢ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❚❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ ❜♦t❤
✶✷✽ ✽ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ r❡s✉❧ts
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✹✿ ▲✐q✉✐❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
❋✐❣✉r❡ ✽✳✸✺✿ ▲✐q✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠
✽✳✻ ❋♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ✭P❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✮ ✶✷✾
♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❞♦♠❛✐♥s r✐s❡s ❞✉❡ t♦ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♠❛ss ✐♥✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ❞r♦♣ ❣r♦✇t❤✳ ❚❤❡ ❧✐q✲
✉✐❞ s❛t✉r❛t✐♦♥ ✐s s❧✐❣❤t❧② ❤✐❣❤❡r t❤❛♥ ✐♥ t❤❡ ❝❛s❡ ✇✐t❤♦✉t ♠❛ss ✐♥✢♦✇✱ ✇❤❡r❡ ♥♦ ❞r♦♣s
❢♦r♠✳ ❚❤❡ ❞r♦♣ ❞❡t❛❝❤♠❡♥ts ❞♦ ♥♦t ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❚❤❡ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡
❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ r❡s✉❧ts s❤♦✇s t❤❛t t❤❡ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❛❜❧❡ t♦ tr❛♥s❢❡r t❤❡
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ s❝❛❧❡s ✐♥ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ♠❛♥♥❡r✳
❍♦✇❡✈❡r✱ ✐t ❤❛s t♦ ❜❡ ❦❡♣t ✐♥ ♠✐♥❞ t❤❛t ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✢✉✐❞ s②st❡♠ ✇✐t❤ ❛ ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦ ♦❢
ϱl/ϱg = 1 ✐s ✉s❡❞ ❤❡r❡✳ ❚❤✐s r❛t✐♦ ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛❝❤✐❡✈❡❞ ✇✐t❤ ❛♥② r❡❛❧ ✢✉✐❞s✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ t❤❡
♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❞r♦♣s ✐♥ ❛ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ♥♦t s✉✐t❛❜❧❡ ❢♦r
t❤❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ r❡❛❧✲❧✐❢❡ s❝❡♥❛r✐♦s✳
■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❞r♦♣s ✐s ♥❡❣❧❡❝t❡❞ ✐♥ t❤✐s s✐♠♣❧✐✜❡❞
✈❡rs✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳ ■♠♣❧❡♠❡♥t✐♥❣ t❤❡s❡ ♠✉t✉❛❧ ✐♥✢✉❡♥❝❡s ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ ❛
♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ ❛♥❛❧②s✐s ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r♣❧❛② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡✳

✾ ❙✉♠♠❛r②
❚❤❡ ♦❜❥❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤✐s ✇♦r❦ ✐s t♦ ❞❡✈❡❧♦♣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ❢♦r ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲
✢♦✇ s②st❡♠s ✐♥ ✇❤✐❝❤ ❞r♦♣s ❢♦r♠ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳
❲❡ ❢♦❝✉s ♦♥ s②st❡♠s ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡✲♣❤❛s❡ ❣❛s❡♦✉s ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ❛ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇ ✐♥
❛ ❤②❞r♦♣❤♦❜✐❝ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞r♦♣s ♦♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢
♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❛❝r♦ss t❤❡ ❝♦♠♠♦♥ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t
❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❜② ▼♦st❤❛❢ ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✶❪ ❛ss✉♠❡s t❤❡ ❞✐r❡❝t ❡✈❛♣♦r❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❧✐q✉✐❞ ♣❤❛s❡ ❛t
t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡✳ ❚♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ♠♦r❡ ❞❡t❛✐❧❡❞ r❡♣r❡s❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞
❞❡t❡r♠✐♥❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞r♦♣s✱ ✇❡ ❞❡✈❡❧♦♣ t✇♦ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts✳ ❇❛s❡❞
♦♥ t❤❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ♣r❡s❡♥t❡❞ ❜② ❇❛❜❡r ❡t ❛❧✳ ❬✷✵✶✻❪✱ ✇❡ ✐♥❝♦r♣♦r❛t❡ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞
♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ t❤❡✐r ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ✐♥t♦ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳
❲✐t❤ t❤✐s ✇♦r❦✱ ✇❡ ❛✐♠ ❛t ♦❜t❛✐♥✐♥❣ ❛ ❜❡tt❡r ✉♥❞❡rst❛♥❞✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞r♦♣s ♦♥
❝♦✉♣❧❡❞ ❢r❡❡✲✢♦✇✴♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠✲✢♦✇ s②st❡♠s ❛s ✇❡❧❧ ❛s ❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ t♦♦❧ t♦ ♣r❡❞✐❝t t❤❡
❞r♦♣ ❜❡❤❛✈✐♦r ✐♥ s✉❝❤ s②st❡♠s✳ ❆s ❛ ✜rst st❡♣✱ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s ❢♦r t❤❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ♦❢
❞r♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ❛r❡ ❞❡r✐✈❡❞ ❛♥❞ ✐♥t❡❣r❛t❡❞ ✐♥t♦ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡♥✱ t❤❡
r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧s ❛r❡ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❡❞ t♦ t❡st t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s ✇✐t❤
❞✐✛❡r❡♥t s❝❡♥❛r✐♦s✳
■♥ ❈❤❛♣t❡rs ✷ ❛♥❞ ✸✱ t❤❡ ♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦❝❡ss❡s ❛♥❞ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧s t♦ ❞❡s❝r✐❜❡ ❢r❡❡ ✢♦✇
❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ❛r❡ ♣r❡s❡♥t❡❞✳ ❈❤❛♣t❡r ✹ s✉♠s ✉♣ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✱
✇❤❡r❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ✐s ❞❡✈♦✐❞ ♦❢ t❤❡r♠♦❞②♥❛♠✐❝ ♣r♦♣❡rt✐❡s ❛♥❞ ❞r♦♣s ❛r❡ ♥❡❣❧❡❝t❡❞✳ ❚❤❡♥✱
❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ ❞r♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ✐s ❣✐✈❡♥ ✐♥ ❈❤❛♣t❡r ✺ t♦ ❞❡t❡r♠✐♥❡ ✇❤✐❝❤ ♣r♦❝❡ss❡s ♠✐❣❤t
❛❝t✉❛❧❧② ✐♥✢✉❡♥❝❡ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ♦❢ ♠❛ss✱ ♠♦♠❡♥t✉♠ ❛♥❞ ❡♥❡r❣② ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✢♦✇
❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ♦❢ t❤❡ ❝♦✉♣❧❡❞ s②st❡♠✳ ❇❛s❡❞ ♦♥ t❤❡s❡ ❝♦♥s✐❞❡r❛t✐♦♥s✱ t❤❡ ❢♦❧❧♦✇✐♥❣ t✇♦
♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ❛r❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✿
✶✸✷ ✾ ❙✉♠♠❛r②
❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❋♦r t❤❡ ✜rst ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✭❈❤❛♣t❡r ✻✮✱ ❛♥ ❛❞❞✐t✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✐s ❡♠❜❡❞❞❡❞ ✐♥
❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ❲✐t❤✐♥ t❤✐s ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥✱
❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t ❛r❡ ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♥ t❤❡
❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛♥❞ t❤❡ r❡s✉❧t✐♥❣ ❧✐q✉✐❞ ❛♥❞ ❡✈❛♣♦r❛t✐✈❡ ✢✉①❡s✳ ❙✐♥❝❡
t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞✱ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❝❛♥ ♥♦✇ st♦r❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❡♥❡r❣②✳ ❚❤❡
❞r♦♣s✬ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛ss ❛♥❞ ❤❡❛t ✢✉①❡s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts ✐s
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❜② ❢♦r♠✉❧❛t✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡
s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥st❡❛❞ ♦❢ r❡s♦❧✈✐♥❣ t❤❡ ✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧ ❞r♦♣s✱ ✇❡ ❛✈❡r❛❣❡ t❤❡ ♣♦r❡ s✐③❡s ❛♥❞
❡✈❛❧✉❛t❡ t❤❡ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ♣r♦❝❡ss❡s ❢♦r ❛ ❢❡✇ ♣♦r❡ r❛❞✐✐ ♦♥❧②✳ ❙✐♥❝❡ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
✐s ❛ss✉♠❡❞ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦①✐♠❛t❡❧② t❤❡ ❤❡✐❣❤t ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣s✱ ✐t ✐s r❡❞✉❝❡❞ ❜② ♦♥❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥
❝♦♠♣❛r❡❞ t♦ t❤❡ ♦t❤❡r t✇♦ s✉❜❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥ t♦ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t✱ ♠❡r❣✐♥❣
♦❢ ❞r♦♣s ❛♥❞ ✜❧♠ ✢♦✇ ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❛r❡ t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳
❋♦r t❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ❡①✐st✐♥❣ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✐s
❡①t❡♥❞❡❞ t♦ ❛ t❤r❡❡✲❞♦♠❛✐♥ ❝♦♥❝❡♣t ❛♥❞ ❛❞❛♣t❡❞ ❛❝❝♦r❞✐♥❣❧② t♦ ❛❝❝♦✉♥t ❢♦r t❤❡ ❞r♦♣s✳
❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❡st❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣✳ ❚❤❡♥✱ ✇❡ s❡t ✉♣ s❡✈❡r❛❧ t❡st ❝❛s❡s ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡
❞r♦♣s ❛r❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛♥❞ ❡①❛♠✐♥❡ t❤❡ r❡s✉❧ts ✇✐t❤ r❡s♣❡❝t t♦ ✈❛r✐♦✉s ❛s♣❡❝ts✳ ❚❤❡ ✐♥✢✉✲
❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ✐s ❞❡t❡r♠✐♥❡❞ ❜② ❝♦♠♣❛r✐♥❣ t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ r❡s✉❧ts
✇✐t❤ t❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳
❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥
❋♦r t❤❡ s❡❝♦♥❞ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✭❈❤❛♣t❡r ✼✮✱ ❛ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐s ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ r❡♣r❡s❡♥t
t❤❡ ❞r♦♣s ♦♥ t❤❡ ♣♦r❡✲s❝❛❧❡✳ ❚❤❡ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ❛ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❛r❡ ♠♦❞❡❧❡❞
♦♥ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❛♥❛❧♦❣♦✉s❧② t♦ t❤❡ s✐♠♣❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✳ ❚❤❡ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥
t❤❡ ♣♦r❡✲ ❛♥❞ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ❛r❡ ❝♦♠♣✉t❡❞ s❡q✉❡♥t✐❛❧❧②✳ ❚❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦
s❝❛❧❡s ✐s ❛❝❤✐❡✈❡❞ ❜② s❡tt✐♥❣ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦✉♥❞❛r② ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❜❛s❡❞ ♦♥ ❞❛t❛ ❝♦♠♣✉t❡❞
❜② t❤❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡ ♦t❤❡r ♠♦❞❡❧✳ ❚❤❡ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✐s t❡st❡❞ ✇✐t❤ ❛ s✐♠♣❧❡
s❝❡♥❛r✐♦✳ ❉✉❡ t♦ r❡str✐❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✱ ♦♥❧② ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧




❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❚❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧ ❞❛t❛ ❢♦r t❤❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛♥❞ ❣r♦✇t❤ ♦❢ ❛ s✐♥❣❧❡ ❞r♦♣
s❤♦✇s ❛ ❤✐❣❤ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥❝❡ ❢♦r t❤❡ ❞r♦♣ ✈♦❧✉♠❡ ❡✈♦❧✉t✐♦♥✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ✇❡ ❛ss✉♠❡ t❤❛t
t❤❡s❡ ♣r♦❝❡ss❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ❛❝❝✉r❛t❡❧② ❡♥♦✉❣❤ t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛♥ ♦✈❡r✈✐❡✇ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣s✬
✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ ♠♦r❡ ❝♦♠♣❧❡① s②st❡♠s✱ ✇❤❡r❡ ♠✉❧t✐♣❧❡ ❞r♦♣s ❡①✐st s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧②✳ ❚❤❡
r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ t✇♦ t❡st ❝❛s❡s ❢♦r ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❣r♦✇t❤ ❛♥❞ ❞❡t❛❝❤♠❡♥t
s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡ ❜♦t❤ q✉❛♥t✐t❛t✐✈❡❧② ❛♥❞ q✉❛❧✐t❛t✐✈❡❧②✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥♦ ❡①♣❡r✐♠❡♥t❛❧
❞❛t❛ ✐s ❛✈❛✐❧❛❜❧❡ ❝✉rr❡♥t❧② t♦ ✈❛❧✐❞❛t❡ t❤✐s ♣r❡s✉♠♣t✐♦♥✳ ❙✐♠✐❧❛r ❝♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❝❛♥ ❜❡
❞r❛✇♥ ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣ ❞r♦♣s ❛♥❞ ✜❧♠ ✢♦✇✿ ❚❤❡ r❡s✉❧ts ♦❜t❛✐♥❡❞ ✇✐t❤ t❤❡ ❡①t❡♥❞❡❞ ♠♦❞❡❧
✇❤✐❝❤ ❝♦♥s✐❞❡rs ❧❛t❡r❛❧ ✢✉①❡s ❛❧♦♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ s❡❡♠ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ ❜❛s❡❞ ♦♥ t❤❡ ✉♥❞❡r❧②✐♥❣
❛ss✉♠♣t✐♦♥s✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ♥❡❣❧❡❝t✐♥❣ ❣r❛✈✐t② ❛♥❞ ✉s✐♥❣ ❛ ❝♦❛rs❡ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥ ❧❡❛❞s t♦ ❥✉♠♣s
✐♥ t❤❡ ✜❧♠ ❤❡✐❣❤t✳ ❚❤❡r❡❢♦r❡✱ ❧❛t❡r❛❧ ♠❛ss ✢✉①❡s ❝❛♥♥♦t ❜❡ ♣r❡❞✐❝t❡❞ ✐♥ ❛ r❡❛❧✐st✐❝ ✇❛②
✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t✳
❋✐♥❛❧❧②✱ t❤❡ ❝♦♠♣❛r✐s♦♥ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣ts ✇✐t❤ ❛♥❞ ✇✐t❤♦✉t ❞r♦♣s s❤♦✇s
s✐❣♥✐✜❝❛♥t ❞✐✛❡r❡♥❝❡s ✐♥ ❝❛s❡ ❛❧❧ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ❛r❡ ✜❧❧❡❞ ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞✳ ❚❤❡ ❜❧♦❝❦❛❣❡ ❢♦r
❣❛s ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠ ❝❤❛♥❣❡s t❤❡ ♣r❡ss✉r❡ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥
❛♥❞ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞✱ ❡s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ t❤❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐✉♠✳ ❋✉rt❤❡r♠♦r❡✱ ❡✈❡♥ ♣❛rt❧② ❧✐q✉✐❞✲
✜❧❧❡❞ s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ❛❧r❡❛❞② ❤❛✈❡ ❛♥ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦♥ t❤❡ ❡①❝❤❛♥❣❡ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ t✇♦ ✢♦✇
❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts✳ ❊s♣❡❝✐❛❧❧② ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ❛❧♠♦st ❤♦♠♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦r❡ s✐③❡s✱ t❤❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ ♦❢ ❞r♦♣s s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ✐♥ t❤❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✿ ■♥ s✉❝❤ ❝❛s❡s✱ ❛❧❧
s✉r❢❛❝❡ ♣♦r❡s ✇♦✉❧❞ s✐♠✉❧t❛♥❡♦✉s❧② ✜❧❧ ✇✐t❤ ❧✐q✉✐❞✱ ❛s s♦♦♥ ❛s t❤❡ t❤r❡s❤♦❧❞ ♣r❡ss✉r❡ ✐s
r❡❛❝❤❡❞✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❢♦r ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✇✐t❤ ✈❡r② ❤❡t❡r♦❣❡♥❡♦✉s ♣♦r❡ s✐③❡s ✇❤✐❝❤ r❛♥❣❡ ♦✈❡r
s❡✈❡r❛❧ ♦r❞❡rs ♦❢ ♠❛❣♥✐t✉❞❡✱ ❞r♦♣ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ♠✐❣❤t ❜❡ ♥❡❣❧✐❣✐❜❧❡✳
❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥
❲✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t✱ ❛ r❡❛s♦♥❛❜❧❡ t❡♠♣♦r❛❧ ❡✈♦❧✉t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❞r♦♣
✈♦❧✉♠❡s ❝❛♥ ❜❡ ♦❜s❡r✈❡❞✳ ❆❞❞✐t✐♦♥❛❧❧②✱ t❤❡ r❡❛❝t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ♠❛❝r♦✲s❝❛❧❡ ✢♦✇ ♣r♦❝❡ss❡s ♦♥
❞❡t❛❝❤❡❞ ❞r♦♣s s❡❡♠s ❛♣♣r♦♣r✐❛t❡✳ ❍♦✇❡✈❡r✱ ❞✉❡ t♦ t❤❡ r❡str✐❝t✐♦♥ t♦ ❛♥ ❛rt✐✜❝✐❛❧ ✢✉✐❞✱
t❤❡ ❝♦♥❝❡♣t ❝❛♥♥♦t ❜❡ ❛♣♣❧✐❡❞ t♦ ♣r❡❞✐❝t r❡❛❧✐st✐❝ ❝❛s❡s ②❡t✳
✶✸✹ ✾ ❙✉♠♠❛r②
✾✳✷ ❖✉t❧♦♦❦
❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ❧♦✇❡r✲❞✐♠❡♥s✐♦♥❛❧ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥
❋♦r ❛ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ♠♦❞❡❧✱ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ ❞r♦♣s ♦♥ t❤❡ ❢r❡❡✲✢♦✇ ✈❡❧♦❝✐t② ✜❡❧❞ s❤♦✉❧❞ ❜❡
t❛❦❡♥ ✐♥t♦ ❛❝❝♦✉♥t✳ ❋✐rst ✐♥✈❡st✐❣❛t✐♦♥s ✇✐t❤ ❞r♦♣❧❡t✲s❤❛♣❡❞ s♦❧✐❞ ✇❛❧❧s ✇❡r❡ ❝♦♥❞✉❝t❡❞
❛t t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❍②❞r♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞ ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❍②❞r♦s②st❡♠s ✭❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
❙t✉tt❣❛rt✮ ✇✐t❤ t❤❡ ❤❡❧♣ ♦❢ ❛ r❡✜♥❡❞ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞ ❞✐s❝r❡t✐③❛t✐♦♥✳ ❆s s♦♦♥ ❛s t❤❡ r❡✜♥❡✲
♠❡♥t ❝❛♥ ❜❡ ❞♦♥❡ ❛❞❛♣t✐✈❡❧② ❞❡♣❡♥❞✐♥❣ ♦♥ t❤❡ ❝✉rr❡♥t s♦❧✉t✐♦♥✱ t❤✐s ♥❡✇ st❛❣❣❡r❡❞ ❣r✐❞
✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥ ✇♦✉❧❞ ❛❧❧♦✇ t♦ ✐♥✈❡st✐❣❛t❡ t❤❡ ✐♥✢✉❡♥❝❡ ♦❢ t❤❡ ❣r♦✇✐♥❣ ❞r♦♣s ❞②♥❛♠✐✲
❝❛❧❧②✳
❚❤❡ ❝♦♥❝❡♣t✉❛❧ ♠♦❞❡❧ ❢♦r ♠❡r❣✐♥❣ ❞r♦♣s ❛♥❞ ✜❧♠ ✢♦✇ ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡✜♥❡❞ ❛♥❞ ✐♠♣r♦✈❡❞✳
❆ ♠♦r❡ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡r❣✐♥❣ ❝r✐t❡r✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❞❡✈❡❧♦♣❡❞✳ ■♥ ❛❞❞✐t✐♦♥✱ t❤❡ t❤❡♦r❡t✐❝❛❧ ❝♦♥✲
s✐❞❡r❛t✐♦♥s ❝♦✉❧❞ ❜❡ ❝♦♠♣❛r❡❞ ✇✐t❤ ❡①♣❡r✐♠❡♥ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ♠♦r❡ r❡❛❧✐st✐❝ ❡st✐♠❛t✐♦♥s✳
■♥st❡❛❞ ♦❢ ❝❧✉st❡r✐♥❣ t❤❡ ❞r♦♣s ✐♥ ♦♥❧② ❛ ❢❡✇ ♣♦r❡✲s✐③❡ ❝❧❛ss❡s✱ t❤❡② ❝♦✉❧❞ ❜❡ r❡s♦❧✈❡❞
✐♥❞✐✈✐❞✉❛❧❧② ❜② r❡♣r❡s❡♥t✐♥❣ t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞♦♠❛✐♥ ✇✐t❤ ❛ ♣♦r❡✲♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✳ ❆ r❡s♣❡❝✲
t✐✈❡ ♠♦❞❡❧ ❝♦♥❝❡♣t ✐s ❝✉rr❡♥t❧② ❞❡✈❡❧♦♣❡❞ ❛t t❤❡ ❉❡♣❛rt♠❡♥t ♦❢ ❍②❞r♦♠❡❝❤❛♥✐❝s ❛♥❞
▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ♦❢ ❍②❞r♦s②st❡♠s ✭❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢ ❙t✉tt❣❛rt✮✳
❈♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ❞♦♠❛✐♥
❈♦♥❝❡r♥✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❝♦✉♣❧✐♥❣ ❝♦♥❝❡♣t ✇✐t❤ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧✱ ♠♦r❡ ✐♥❢♦r✲
♠❛t✐♦♥ s❤♦✉❧❞ ❜❡ ❡①❝❤❛♥❣❡❞ ❜❡t✇❡❡♥ t❤❡ ✢♦✇ ❝♦♠♣❛rt♠❡♥ts t♦ ♦❜t❛✐♥ ❛ ❢✉❧❧② ❝♦✉♣❧❡❞
s②st❡♠✳
❍♦✇❡✈❡r✱ t♦ ♦❜t❛✐♥ r❡❛❧✐st✐❝ r❡s✉❧ts✱ t❤❡ ♣❤❛s❡✲✜❡❧❞ ♠♦❞❡❧ ✐ts❡❧❢ ♥❡❡❞s t♦ ❜❡ ❛❜❧❡ t♦
♥✉♠❡r✐❝❛❧❧② tr❡❛t ❞❡♥s✐t② r❛t✐♦s ♦❢ ✶✿✶✵✵✵✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♥♦t ♣♦ss✐❜❧❡ ✇✐t❤ t❤❡ ❝✉rr❡♥t ❝♦♥❝❡♣t
❛♥❞ ✐♠♣❧❡♠❡♥t❛t✐♦♥✳
❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❙✳ ❆❝❦❡r♠❛♥♥✱ ❈✳ ❇r✐♥❣❡❞❛❧✱ ❛♥❞ ❘✳ ❍❡❧♠✐❣✳ ▼✉❧t✐✲s❝❛❧❡ t❤r❡❡✲❞♦♠❛✐♥ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r ❝♦✉✲
♣❧✐♥❣ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✐♥❝❧✉❞✐♥❣ ❞r♦♣❧❡t✲r❡❧❛t❡❞ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ♣r♦❝❡ss❡s✳
❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛t✐♦♥❛❧ P❤②s✐❝s✱ ✹✷✾✿✶✵✾✾✾✸✱ ✷✵✷✶❛✳ ❞♦✐✿ ❤tt♣s✿✴✴❞♦✐✳♦r❣✴✶✵✳✶✵✶✻✴❥✳
❥❝♣✳✷✵✷✵✳✶✵✾✾✾✸✳
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❙✳ ❆❝❦❡r♠❛♥♥✱ ▲✳ ❖str♦✇s❦✐✱ ❘✳ ❍❡❧♠✐❣✱ ❛♥❞ ❈✳ ❘♦❤❞❡✳ ❆ ♠✉❧t✐✲s❝❛❧❡ ❛♣♣r♦❛❝❤ ❢♦r
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P✳ ❉✳ ❆♥t♦♥✐❛❞✐s ❛♥❞ ▼✳ ❱✳ P❛♣❛❧❡①❛♥❞r✐s✳ ◆✉♠❡r✐❝❛❧ st✉❞② ♦❢ ✉♥st❡❛❞②✱ t❤❡r♠❛❧❧②✲
str❛t✐✜❡❞ s❤❡❛r ✢♦✇s ✐♥ s✉♣❡r♣♦s❡❞ ♣♦r♦✉s ❛♥❞ ♣✉r❡✲✢✉✐❞ ❞♦♠❛✐♥s✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r✲
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✶✸✻ ❇✐❜❧✐♦❣r❛♣❤②
❑✳ ❇❛❜❡r✳ ❈♦✉♣❧✐♥❣ ❢r❡❡ ✢♦✇ ❛♥❞ ✢♦✇ ✐♥ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✐♥ ❜✐♦❧♦❣✐❝❛❧ ❛♥❞ t❡❝❤♥✐❝❛❧ ❛♣❧✐✲
❝❛t✐♦♥s✿ ❋r♦♠ ❛ s✐♠♣❧❡ t♦ ❛ ❝♦♠♣❧❡① ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥✳ P❤❉ t❤❡s✐s✱ ❯♥✐✈❡rs✐t② ♦❢
❙t✉tt❣❛rt✱ ■♥st✐t✉t❡ ❢♦r ▼♦❞❡❧❧✐♥❣ ❍②❞r❛✉❧✐❝ ❛♥❞ ❊♥✈✐r♦♥♠❡♥t❛❧ ❙②st❡♠s✱ ✷✵✶✹✳
❑✳ ❇❛❜❡r✱ ❇✳ ❋❧❡♠✐s❝❤✱ ❛♥❞ ❘✳ ❍❡❧♠✐❣✳ ▼♦❞❡❧✐♥❣ ❞r♦♣ ❞②♥❛♠✐❝s ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥
❢r❡❡ ❛♥❞ ♣♦r♦✉s✲♠❡❞✐✉♠ ✢♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠♦rt❛r ♠❡t❤♦❞✳ ■♥t❡r♥❛t✐♦♥❛❧ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❍❡❛t
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t❤r♦✉❣❤ P❊▼❋❈ ❝❛t❤♦❞❡ ♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♠✉❧t✐✢✉✐❞ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❚❤❡
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❘✳ ❇✳ ❇✐r❞✱ ❲✳ ❊✳ ❙t❡✇❛rt✱ ❛♥❞ ❊✳ ◆✳ ▲✐❣❤t❢♦♦t✳ ❚r❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ✭r❡✈✐s❡❞ s❡❝♦♥❞
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♦❢ t❤❡ ❆rt ✐♥ ❙❝✐❡♥t✐✜❝ ❈♦♠♣✉t✐♥❣✱ ♣❛❣❡s ✻✻✻✕✻✼✺✱ ❇❡r❧✐♥✴❍❡✐❞❡❧❜❡r❣✱ ✷✵✵✼✳ ❙♣r✐♥❣❡r✳
❞♦✐✿ ✶✵✳✶✵✵✼✴✾✼✽✲✸✲✺✹✵✲✼✺✼✺✺✲✾❴✽✷✳
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❯✳ ❙❤❛✈✐t✳ ❙♣❡❝✐❛❧ ✐ss✉❡ ♦♥ ✧❚r❛♥s♣♦rt ♣❤❡♥♦♠❡♥❛ ❛t t❤❡ ✐♥t❡r❢❛❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ✢✉✐❞ ❛♥❞
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✐❤❛r❛✳ ❉②♥❛♠✐❝s ♦❢ ✇❛t❡r ❞r♦♣❧❡ts ❞❡t❛❝❤❡❞ ❢r♦♠ ♣♦r♦✉s s✉r❢❛❝❡s ♦❢ r❡❧❡✈❛♥❝❡ t♦
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▼✳ ❚✳ ✈❛♥ ●❡♥✉❝❤t❡♥✳ ❆ ❝❧♦s❡❞✲❢♦r♠ ❡q✉❛t✐♦♥ ❢♦r ♣r❡❞✐❝t✐♥❣ t❤❡ ❤②❞r❛✉❧✐❝ ❝♦♥❞✉❝t✐✈✐t②
♦❢ ✉♥s❛t✉r❛t❡❞ s♦✐❧s ✶✳ ❙♦✐❧ s❝✐❡♥❝❡ s♦❝✐❡t② ♦❢ ❆♠❡r✐❝❛ ❥♦✉r♥❛❧✱ ✹✹✿✽✾✷✕✽✾✽✱ ✶✾✽✵✳ ❞♦✐✿
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◆✳ ❇✳ ❱❛r❣❛❢t✐❦✳ ❚❛❜❧❡s ♦♥ t❤❡ t❤❡r♠♦♣❤②s✐❝❛❧ ♣r♦♣❡rt✐❡s ♦❢ ❧✐q✉✐❞s ❛♥❞ ❣❛s❡s ✐♥ ♥♦r♠❛❧
❛♥❞ ❞✐ss♦❝✐❛t❡❞ st❛t❡s✳ ✶✾✼✺✳
▲✳ ❲❛♥❣ ❛♥❞ ❏✳ ❙✉♥✳ ▲❛tt✐❝❡ ❇♦❧t③♠❛♥♥ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❢♦r t❤❡ ❝♦❛❧❡s❝❡♥❝❡ ❜❡t✇❡❡♥ ❛ ❢r❡❡
❞r♦♣❧❡t ✐♥ ❣❛s❡s ❛♥❞ ❛ s❡ss✐❧❡ ❞r♦♣❧❡t ♦♥ ✇❡tt❛❜❧❡ s✉❜str❛t❡ ✇✐t❤ ❝♦♥t❛❝t ❛♥❣❧❡ ❤②s✲
t❡r❡s✐s✳ Pr♦❝❡❡❞✐♥❣s ♦❢ t❤❡ ■♥st✐t✉t✐♦♥ ♦❢ ▼❡❝❤❛♥✐❝❛❧ ❊♥❣✐♥❡❡rs✱ P❛rt ❈✿ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢
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♣♦r♦✉s ♠❡❞✐❛ ✢♦✇ ✉s✐♥❣ t❤❡ ♣♦r❡✲♥❡t✇♦r❦ ♠♦❞❡❧✐♥❣ ❛♣♣r♦❛❝❤✳ ❏♦✉r♥❛❧ ♦❢ ❈♦♠♣✉t❛✲
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✐♠❛t✐♦♥ ▲✲♠❡t❤♦❞ ✐♥ ✸❉✿ ♥✉♠❡r✐❝❛❧ ❝♦♥✈❡r❣❡♥❝❡ ❛♥❞ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t♦ t✇♦✲♣❤❛s❡ ✢♦✇
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❚✳ ❨♦✉♥❣✳ ■■■✳ ❆♥ ❡ss❛② ♦♥ t❤❡ ❝♦❤❡s✐♦♥ ♦❢ ✢✉✐❞s✳ P❤✐❧♦s♦♣❤✐❝❛❧ ❚r❛♥s❛❝t✐♦♥s ♦❢ t❤❡ ❘♦②❛❧
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✑❊✈❡r② ❞r♦♣ ✐♥ t❤❡ ♦❝❡❛♥ ❝♦✉♥ts✳✑ ❨♦❦♦ ❖♥♦✳
❖❢ t❤❡ ♠❛♥② ♣❡♦♣❧❡ ✇❤♦ s✉♣♣♦rt❡❞ ❛♥❞ ♠♦t✐✈❛t❡❞ ♠❡ t❤r♦✉❣❤♦✉t t❤❡ ❧❛st ②❡❛rs✱ ■ ✇♦✉❧❞
✜rst ❧✐❦❡ t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❜♦ss ❛♥❞ s✉♣❡r✈✐s♦r✱ ❘❛✐♥❡r ❍❡❧♠✐❣✳ ❚❤❛♥❦ ②♦✉ ❢♦r t❤❡ ❢r✉✐t❢✉❧
❞✐s❝✉ss✐♦♥s✱ ②♦✉r s❝✐❡♥t✐✜❝ ❛❞✈✐❝❡✱ ❣r❡❛t ♣❛t✐❡♥❝❡ ❛♥❞ ❝♦♥t❛❣✐♦✉s ❡♥t❤✉s✐❛s♠✳
■ ✇❛♥t t♦ t❤❛♥❦ ♠② ❝♦❧❧❡❛❣✉❡s ❛t ▲❍✷ ❢♦r t❤❡ ❢r✐❡♥❞❧② ❛t♠♦s♣❤❡r❡ ❛♥❞ t❤❡ ♠✉t✉❛❧
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